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AVVERTIMENTO 
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di un suo corso inedito di matematiche. 
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I crit^ delle quantità proporzionali (redi pag. 1 5* 

I89 21) si possono anche enanciare in nn modo piii ain* 

letico e breve, come segne* 

L Due quantità sono propor%ionali ^ se ( in qualunque 
stato SI couiemplino ) Tuna cre$ee e diminuisce , e si raddop^ 
pia^ triplica^ quaJnfpHea . « . . i^Meme con Paltra, 

II. Una quantità è proiporsionale al prodotto di pia altre ^ 
se paria in proporzione com ciascuna di queste 1 ritenendo co^ 
stanti le rimanenti. 

III. Un prodotto di pia quantità è proporzionale al pro- 
dotto di più altre^ se ogni singola quantità del primo sistema 
varia in proporzione con ogni singola quantità del secondo. 
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Teorica d^lciqtumtìtà.proporùonalL 

T ' 

JLJ esperiettsa deUinaegmmmto. mi ha condotto a 
trattare alciiid )fvknA dttll^ «ìatematiAho con princì- 
pi t più g!3neraU| e c0ii metodit ^ W^^ parere, più 
semplioi e spediti fl0!giaeoi4>s$iuti. IffB presento un 
saggia ^1 pubblico, inqo(ini«iciat|dQ dalls^ teorica del- 
le qiiajqti|^ proponjiadi^iii ; giK ^l^ ^ nel^' accademia 
deXincei il di 28 luglio 1f834« Questo articolo sarà 
seguito da, attiri relativi alla geometria analitica ed 
al calcolo ii)fiQÌt^uuaie. Mi.sja lecito intanto di pre- 
mettere niellile cpniideraziftni generali necessarie al 
rigore e aUa qliis^rezaa d^irargom^to* 



• • 4 • 



//^ quc^tità • comiderate , ni^etto alla la 
iKa:iazÌQne% r^on^^. n^iir4f^ dipendenza 

e limiti* 



.•-•' » i 



i. Le quantità :«bo dentro certi limiti cangiano 
di statOyQ^ crescendo,; or diminuendo, quale per es. 
l'altezza barometrica , si dicon wriabili ; e costanti 
quelle, che in, mez2^ ftUe variaaioni delle altre si 
mantengono inrariabili. 

Una quantità variabile si dice continua tra cqr^ 
ti limiti, se dentro i medesimi la differenza fra due 
de' suoi stati suceessivi possa rendersi minore di 
4igni a«iegnata comunque piccolissimai se avviene al^ 
trim^nti $ la quaiUità . variabile dicesi discontinua* 
Una quantità continua^ suscettibile di svanire, cbiar 
masi esHmescibilem 

1 
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In una quantità che varia attualmente di gran- 
dezza, conviene distinguere i passi od i gradi del suo 
crescere da' passi o gradi del suo diminuire. I pri- 
mi, aggiungendosi: s|icces»ivafnente alla quantità, so- 
no aflfetti naturalmente dal segno -4-, e si dicono pò- 
sitii^ii i secondi, sottraendosi successivamente dalla 
quantità, sono affètti naturfclmentc dal segno r-^ te si 
dicono /i^gafaVi. Sv'poWk giudicrire della maniera di 
esistere di. Una quaiìtìtk Variabile, as8ervafH4o di 
quale specie di gradi ii* eomponga.' : -i . . 

Una qifti^tifa sri ' diò^ - ^opki , tripilà , ' quadru- 
pla ,. . . -: mtittlpla di UnT^^tra , $iè è uguale alla 
seconda ripetuta *diie', tre , 'quattro , v. .'mòlfie vol- 
te? e al contrariò 'Ia( stìcènda si dròè sìilidubta'; sub- 
tripla ; Sjubqnadruplal , . * . .stiihihultifilà ^'aliquo- 
ta della priinst. Da quiete voci'dl dupKèàrè'i tripli^ 
care^ quadruplicane , . * • moltiplicare; ■ subdùplica^ 
re , subtriplicare , subquadruplicare , • • • . summul- 
tiplicaré. £} maniffe^lo c'he il m^ttiìmo lìiùlti^lo e il 
massimo sufhmultìjplòdi^uiia quantici è la' quantità 
medesima* . . .\ 

Due quantità si dicono commensurabili , qualo- 
ra possa esiistei^e' un'unità di mtsufrli sum^uftfpla di 
ciascheduna di esset akrimdiiti si dicòno incommen" 

surabili. 

2. Dividere una quantità, per es. una lungheps- 

za, per un*aitra quantità omogenea, è trovare quale 
summultiplo dell* una debbasi prender^ e quante 
Volte ripetere per avere un equivalente' esatto dell' 
altra^ Il quoto delk divisione così definita chiàilìa- 
ti Milione geometrica^ e Tatto con cui' Ai ÒBlétìni- 
TìA ì rapportar geometrico. Quaiid# dicevi, ih ilìòdò 
^sisòlutó, ' riippoHo e'ragioné,' ih tendasi 'rappforto 
geometrico e ragione geometrica»»;^ * • '^ * •» * . 
t 



Pertanto la ragione geomètrica di .due quan- 
tità consiste in un segno destinato a indicare quale 
summidtiplo delVuna debbasi prendere ^ e quante 
scolte ripetere per avere un equi\>alente esatto del-* 
Taltra. Quest'ultima si dice termine antecedente dei 
rapporto ; quella termine conseguente: donde, per 
compendio , Tantecedente e* il conseguente del rap* 
porto. Segue dalla difinizion precedente, che la ra- 
gione di due quantità è sempre un numero o in* 
tero^ o frazionario, .o incommensurabilei se rante- 
cedente è un multiplo del conseguente, la ragione 
è un numero, intero; se Vantecedente è un aggre- 
gato: di alcune «delle parti uguali in cui si conce- 
pisce diviso il fòonseguente, la ragione è un nume- 
ro frazionario; se Tantecedente e ,il conseguente S07 
no incommensurabili, la jrs^ione è un numero in- 
commensurabile: egregiamente Newton: i^Per nume^ 
tum non tam multitudinem unitatum, quam abstra- 
ctam quantitatis cujusvis ad aiiam ejusdem generis 
quantitaiem^ quae prò imitate habetur, ratipnem in* 
tetti gimus* » . / 

. La ragioiM di due quantità incommensurabili 
pub considerarsi come limite di un numero razio- 
nale Yariabiie. Infatti prendiamo per unita di mi- 
sura un piccolissimo summultiplo del conseguente: 
il residuo, che lascerà Tantecedente diviso per tale 
unità, sarà piìi piccolo di tale unità, e però al pa- 
ri di tale unità si potrà attenuare al di là di ogtn 
grado assegnato. Così le due quantità cesseano 4i c;§- 
sere incommensuifabili, : scemandone una di tal pepi- 
te che si può suppor minore di qualsivoglia co- 
munque piccolissima; e per conseguenza la loro ra- 
gione può considerarsi come limite alla ragione di 
quantità; commensurabili, ossia ad un numero ra- 
zionale. 
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In ogni caso la ragion di due grandezze si 
esprime per la fraùon contifwa^ nascente e si^ilup' 
pantesi nelFatto che cerchiamo il massimo comw' 
ne summulùiplo delle due grandezze* 

Se nel rapporto di due grandezze, tenuta fer- 
ma Tuna di esse, si faccia Yarìar l'altra per con- 
tinuità, è palese che varierk pure per continuità 
il numero che ne rappresenta la ragione geome^ 
trica: dunque il numero^ preso nel senso di New-* 
ton, è una quantità continua. 

3. Misurare una quantità) h determinarne la 
ragione airunitk di misura. Tra le quantitìi dello 
stesso genere si suole scégliere per unità di misu- 
ra, la piti semplice, cioè quella che per esser fis«» 
sata richiede il minimo numero di dati. Così éleg^ 
gesi per unità fra le linee una retta , fra le su« 
perfide un tjuadrato^ e fra i volumi im cubot per* 
che la retta , il quadrato ed il cubo sono tra le 
quantità del loro genere le piti semplici* 

È faci lo a provarsi che la ragione di due qoan* 
tità non varia, variando Punita che ne misura i teiv 
mini. Quindi nel calcolare lo ragioni delle quan^ 
tità omogenee, il nome ed il simbolo 4i una gran- 
dezza può sempre riguardarsi come il nome ed il 
simbolo del numero ottenuto misurandola con la 
medesima unità, onde si suppongono misurate tufci 

, , ^ . A B M 
te le altre. Cosi se -— • , -^ , -^ rappresentano 

ragioni di linee, B si può riguardare come simbolo 
di uno stesso numero in tutte le ragioni* 

Poiché ogni numero può riguardarsi come la 

. ragione fra due quantità omogenee di una specie 

qualunque, perciò alla ragione fra due grandezze 

di una specie potrà sempre surrogarsi un* eguale 



ragione fra due grandette di un^altra specie. Così 

A 
alla ragione -j-* di due forze A , Ai , potrà surro- 

garsi un'eguale ragione di due linee B ^ 6i« 

Ora tra le quantità l'estensione è metrica emi- 
nentemente: è la sola che ammetta divisioni faci-* 
lij distinte^ permanenti* Dunque tornerà di sommo 
vantaggio il rappresentare tutte le grandezze 9 e 
principalmente quelle che sfuggono a* sensi , per 
mezzo dell'estensione^ ed in modo speciale, delfe- 
stension lineare» Ed è ciò che in ultima analisi si 
fa sempre ; e forse per questa cagione si chiama 
semplicemente geometra^ chi è versato nelle mate- 
matiche in tutta la loro estensione* 

Dunque, se convengasi di non comprendere 
sotto i nomi ed i segni delle diverse quantità che 
le loro ragioni alla rispettiva unita di misura, si 
potrà dire senza contradizionoiche rma linea è ugua- 
le ad una supeìflcief ad un volume, ad una forza^ 
ad un tempo f ad una velocitai essendoché ciò si ri- 
duce a dire' che numeri, distinti con nomi diver- 
si, sono eguali tra loro. Questa convenzione si e 
fatta in tutte le matematiche, e merita di essere 
attentamente osservata, e tenacemente ritenuta: per, 
essa la eterogeneità delle grandezze sparisce dal 
calcolo, e ne rimane soltanto V apparenza ne' vo- 
caboli. 

D* ora in poi, avvegnaché è lecito senz' alcun 
inconveniente, potremo supporre, per fissar le idee, 
tutte le quantità rappresentate da linee. 

A. Una quantità variabile dicesi funzione di 
ìaCaltra quantità variabile^ chiamata indipendente^ 
se determinata questa, rimane necessariamente de- 
terminata la prima. Così in un circolo variabile, fis- 
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sato il raggio, tutto rimane determinato: dunque 
sono funzioni del raggio la circonferenza e la su- 
perficie, non che la superficie ed il perimetro di 
qualsivoglia poligono regolare inscritto e circo- 
scritto. 

IJna quantità variabile dicesi funzione di un 
sistema di altre quantità s^ariabili^ chiamate indi- 
pendenti , se a determinare là prima è necessario 
e basta che sieno determinate le seconde. Così in 
un triangolo variabile tutto è determinato , deter- 
minati che siano i tre lati : quindi sono funzione 
destre lati ciascun angolo , la superficie , il raggio 
del circolo inscritto e circoscritto ecc. 

Dairosservare che più variabili sono vincola- 
te tra loro per mezzo di un* equazione , pub in- 
ferirsi leggittimamente che ciascuna variabile è fun- 
zione delle altre: ma dairosservare che una quan- 
tità variabile è funzione di altre , è o no lecito di 
ammettere la possibilità di un* equazione^ che in- 
sieme le vìncoliP Sarà in luogo piii opportuno di- 
scussa e sciolta una tale quistione. 

Una quantità si dice funzione simmetrica di 
altre, se si mantiene sempre la medesima alternan- 
do come si vuole il posto di queste. Così per es. in 

u è funzione simmetrica delle quantità a: ^ jr ^ z. 
Una funzione si dice simmetrica rispetto a pia 
sistemi di quantità , se si mantiene invariabile, al* 
lorchè si alternano le quantità di un 9Ì8tema, colle 
analoghe quantità di uno qualunque de* rimanenti 
sistemi. Così in 



7 
— 2(A"x H- B'> -+. G'z) , 

O è funzione simmetrica rispetto ai tre sistemi di 
quantità analoghe ( «i A» A', A") , (^, B, B'^" )« 
(z, C, C, C^). 

Se un sistema variabile può distribuirsi in 
gruppi simmetrici di quantità , cioè in gruppi tali 
che le quantità di un gruppo si possano alterna- 
re colle analoghe quantità di uno qualunque de* 
gruppi rimanenti ^ senza che varii perciò il razio- 
cinio che vincola con formule le parti del sistema; 
allora è palese che anche nelle formule si potrà 
operare siffatta alternazione* Cosi per es. in un tri- 
angolo variabile designati per a , 6 , e 9 i tre la- 
ti , e per A 9 B 9 C gli angoli rispettivamente op- 
posti , noi potremo distribuire i sei elementi a y 
6 9 e 9 A ^ B t C , del triangolo in tre gruppi sim- 
metrici 1.^ ( a , A ) , 2.^ ( & , B ) , 3.^ ( e , C ) : 
essendo chiaro che alternandoli come si vuole , il 
raziocinio che li andrà vincolando con formule non 
potrà variare ; e però le formule continueranno a 
sussistere in mezzo a tale alternazione* 

Per indicare che una quantità u è funzione 
delle variabili x ^ y ^ z • • • • si scrive 

u =f{x^j^ «...)• 

La differenza tra lo stato attuale e lo stato 
successivo di una quantità variabile ^ si dinota fa- 
cendo precedere la caratteristica d alU. lettera che 
rappresenta la detta quantità. Così Tespressione 



X 



^ ix 
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offre la quantità x con piti o meno la variazione 
dx. Una tal variazione si chiama or differenza 9 or 
grado^ or passo , ora elementot si dice grado o pas- 
so , perchè si riguarda quasi come un passo che 
fa la quantità camminando per uno stato variabi- 
le; si dice elemento per essere come una delle ana- 
loghe parti elementari, onde la quantità crebbe sue* 
cessivamente e formossi. 

È manifesto che la variazione di una quantità, 
funzione di altre, dipende dalle variazioni di que- 
ste. Così, se si ha 

sarà 
e perciò 



cioè Felemento o passo di una funziona è la diffe-^ 
renza tra due stati successisn della medesinuif e 
si ottiene sottraendo dallo stato della funzione f os^ 
le i^ariabili sono cresciute di un passOf lo stato 
precedente. 

5. lÀnUte di una quantità è un^altra quantità, 
a cui la prima si può avvicinare continua al di là 
di ogni assegni^ta comunque piccolissima differenza. 
Chiamo simultanei i limiti di una quantità, quan-» 
do questa non possa mai trovarsi intermedia fra 
due qualunque de'medesimi, o superar Tuno ^pia- 
lor sia dairaltro ecceduta. Dico poi simultanei i li- 
miti rispettivi di più quantità, ogniqualvolta niu* 
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na di queste {>08sa giungere a cpfncidere col suo 
limite, senza che ciascuna delle altre coincida col 
proprio. 

Teori^na. Limiti - simultanei P, Q, R . • « • di 
ima medesima quantità X sono tutti eguali tra loro. 

Dimostrazione. Infatti se fra due di essi limi-> 
ti^ per es. P ed R, esistesse una differenza, la quan- 
tità X potendosi avvicinare a ciascuno di essi al di 
la di questa differenza, trovsir si potrebbe in ter- 
nedia a^medesimi» t> sopravv^nzare il minore e sot* 
ostare al più grande; il che si oppone alla ipotesi 
lelU loiro simultaneità. Dunque 

4.^ Limiti simultanei di quantità eguali sono 
eguali tra loro : imperocché limiti simultanei di 
{uantita costantemente uguali, possono considerarsi 
:ome limiti simultanei di una sola e medesima 

juaotitàt 

2.° Se sussiste un equazione^ finché le quant- 
ità che la compongono si tro^^àno in un certo si-- 
Uema^ susìs^isterà egualmente quando tali (fuantiià 
'ìasscaio ad un altro sistema limite, del primo. Im- 
perocché i membri dell'equazióne nel secondo si^ 
{terna diventan limiti ai rispettivi membri delFe- 
juazione nel sistema primitivo, non potendosi ef- 
fettuare il passaggio delle quantità dalFun sistema 
airaltro, se ncto pèf gradi insensibili, ne^quali tut- 
tavia Tequazioné sussiste. 

Segue da qui che tutti i teoremi relativi ai nu- 
meri razionali , sussistono anche pe^ numeri irra- 
zionaliy potendosi questi riguardare come limiti de* 
primi. 

Nota. Questo metodo che stabilisce Feguaglian- 
za de'limiti , còl supporre fra essi una differenza 
che poi si trova esausta , si diceva dagli antichi 
metodo delfesaustioni* 
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Bella proporzione geometrica. 

6. ^eguaglianza di due ragioni geometriche ^i 
dice proporzione geometrica. Allorché in modo as- 
coluto si dice prqporziqne , si sottintende g^pnie^ 
trica. ' 

Se in una propongane si sostit^Ì4ica ^d ogni anr 
tecedente il prodotto del rispettisi conseguente per 
la ragione , la data proporzione ^i trasforma in 

A C 

fma identità. Infatti la proporzione -^ = — , ove 

chiamisi r la ragione , siiccl^à s^i ^bfaia A = S'^ ? 
Q = Pr f Sii trasiforipa in 

?r Pr . . 

-IT- == ~?r • ossia m r=^rt 

identità manifesta, 

Date più proporzioni , combinando in dirW-» 
se guise i loro termini , altre moltissime possono 
dedursene , }e quali perciò si diranno dedotte vi^ 
spetto £|lle priffte che sioi^o le foiì4<xn9entaU. 

Crit^rìQ defle proporzioni 4c4otte^ 

A dedurre con sicurezza nuove proporzioni 
dalle fondamentali , e a scoprirne con evidenza lsi 
legittimiti , basta prendere da ogni rapporto del* 
le proporzioni fondamentali // prodotto del con-: 
seguente per la ragione , e sostituirlo nelle prò-» 
porzioni dedotte ovunque si trova Tequivalente an" 
tecedente: dopo cip le proporzioni dedotte dqvran^ 
no convertirsi in identità , cioè dovranno mostrar^ 
SI identiche |e ragiqni che le costituiscono* 
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DinioHtaziohé. lilfàtti , se le proporzioni fon- 
damentali divengono identità , quando in èsse si 
pone invece di ogni antecedente il prodotto del re- 
lativo conseguente per la ragione ; identitìi debbo- 
lio divenire del pari tutte le nuove proporzioni 
che da quelle si derivano p(3r via di conseguenze 
necessarie ^ cioè per via di modificazioni identiche 
d^identiche ragioni^ 

Per es. voglia dimosti^arsi che dalla proporzione 

et 6 4. • , à'=^ mx 5 -fc: mr 

*-• = •-^ discénde là seguente = , — ^ z 

X Y à ^^ nx b -^ny 

chiamata r la t^àgioné Ai à za x ^ t però di b ad 
jr^ applicando il criterio si avrà 



m 



=5 , cioè 1 identità ^ == — 

Nel modo medesimo éì prova che da 



G 



a b 



ài del^ivi 



£=£ 



z" 



0[ ax -¥- bjr -f cz 



V VaP- -K Bi* -^ C^— 2(A'6c -^ B'ca -^ CVi6)]' 
Teoi^ema. VrC equazione omogenea rispetto a cer^ 
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te quantità 9 continua a sussistere , se a tali qiian" 
tità si sostituiscano altre quantità rispettivamen- 
te proporzionali alle prime. Cosi per es. neirequa- 
zìone 

(1) Aj:»» h- B^»» -h Gs»» = AV»j2* -^ B'«»a:« -+- C'ar"/\ 

omogenea rispetto alle quantità x ^ jr ^ jb , aUbia^ 

X t jr i z '. i p i q i r ^ 

e però (designata per e la ragione ^ = ;i = — )» 

;? ^ r 

X = ep ^ jr ^= eq ^ z =^ ^r. 

Sostituendo questi valori di x ^ y ^ z ^ nella pre- 
cedente equazione ^ e dividendo per e^'* 9 si avrà 

A^«» -H %»» H- Cr«« = A^r* h- BV^* -h C> V : 

cioè F equazione (1) sussiste tuttavìa , dopo che 
alle quantità x ^ jr ^ z ^ si sono sostituite le quan- 
tità p i q ^ r. 

Si vede in generale che ^equazione risultan- 
te dalla prescritta sostituzione , non è che l'equa- 
zion primitiva , divisa per una ceiV quantità. 

Nota. Esistono molti trattati snlla proporzio^ 
ne ; ma la proporzione non e che un attributo del- 
le quantità proporzionali: conviene considerar que- 
ste in astratto 9 rilevarne le proprietà , e fissarne 
i cri ter j. 



\ 
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Proporzionalità delle quantità {variàbili 
semplice j diretta^ ins^ersa^ composta., 

A. 

7« Due quantità variabili si dÌQono proporzio- 
nali o. che variano in proporzióne^ se la ^ ragione 
di due stati comunque diversi dell^ttna ^ è costan- 
temente figliale aliai ragione de*4ue stati corrispon- 
denti déll^àltra^ Cosi in un cii^cohi Tàngolo centra* 
le è proporzionale àll^dpposto arco, perche la ra** 
gione di due stati dell^ angolo si dimostra esser 
uguale alla 'ragione degli stati corrispondenti del- 
r arco. 

Teorema. Se due quantità sono propprzioruUi ^ 
1.® la ragione de loro corrispondenti valori è co^ 
stante ; 2.^ f Una di esse è uguale al prodottò 
delValtra per ima costante^ e sfice^fersa. Dim. Ym 
Ya , Y j , • • • rappresentino diversi stati della pri- 
ma quantità ^ ,ed Xi ^ Xa , Xs , • • • gli stati rispet- 
tivamente corrispondenti della seconda: la propor-* 
zionalità delle due quantità esige che si abbia 



Yi Xi Yi Xi 



• • 



donde (supponendo giusta la convenzioii fondamen-* 
tale delle matematiche che Yì » Ya , Ys , • • . • • ^ 
Xi , Xs 9 Xs 9 • • i é^ ^ siend htimeri esprimenti le 
ragioni deMiversi stati delle due quantità alla ri-^ 
spettiva unità di misura ) ^ deducesi alternando i 
termini laed] 

Xi Xa X3 



• • • 
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cioè se due quantitìi sdiio próporzionaìi , la fagìcM 
ne degli stati corrispondènti delle medesime^ è cfo' 
8tante< 

Chiamata r questa ragione^ si àvfk 

Yi =» rXi ♦ Y* = rXs t Ys = rXs , * . * 

sicché 9 se per x ^y s^intendano due valori cor« 
rispondenti e variabili delle due quantità « viene 
a stabilirsi la seguente formula 

jr — rx^ 

per cui si potrk dire dhe una quantità propor- 
zionale ad un' altra , è uguale al prodotto di que^ 
sta per una costante. 

Viceversa t due quantità sono prdporasionali i 
se r una è uguale al prodotto delf altra per una 
costante: imperocché da jrt = rx\ , jr*à ■= tx^ i vicf- 

ri ori 
ne ^^— = •^"' 
U ^ 

Dunque due quantità proporzionali noris^aridr 
no che per gradi proporzionali^ e vicévetsai impe-^ 
rocche siffatti gradi non sono in sostanza che stati 
corrispondenti delle due quantità. 

^_ SIC 

Teorema, f^aria sempre una, ragione ^ ^ ad 

ogni variamento non proporzionale de^suoi termini. 

Diin. Infatti non può sussister la proporaione 

y^ ir "+- Èy V ^y 

^ =*^^ -x^ a meno che non si abbia t- == 5- , 

X X -^ ox jl ox 

cioè a meno che i gradi iy ^ 9x noU siano in pro- 
porzione con y , X. 
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Due quantltk x ^y si dicono retiprooamenie 

o insfersamente propatzionali t se Funa a: è propor» 

1 
l^ionale ad ^ , reciproco delPaltra$ mentre per op-* 

posizione la proporzionalità si dice diretta , quan» 
do X è proporzionale ad ^. 

Una <juantìtà U dicesi yariare nella ragion 
composta di molte altre s^t^s^^x^y^z...»^ 
quando varia in propora^ionc^ col prodotto di queste. 

Una quantità x dice3J yariare in ragion dupli» 
cata^ triplicata ^ • • • i o subduplicata^ subtriplipa^ 
ta . . . . à\ un altra auantità jr , se yaria in pro- 
porzione colla seconda i t^^ •• • . potenm o ra-* 
dice di tale quanti tì^« 

Criterii delle quantità proporzionali^ 

La proporzionalità si pub considerare, 1.^ trsi 
due quantità ; 2.^ tra una quantità e un sistema di 
molte altre ; 3u^ tra due sistemi di quantità. Di qui 
la ricerca di un griterip per ciascuiìQ di questi 
tre casi, 

/• Criterio 

8« Due quantità così tr^ loro dipendenti» eke 
ciascuna cresca o diminuisca ad ogni minima cre^ 
scere o diminuire delFaltra » saranno prof^rziona-- 
H t jd ( in qualunque stato si contemplino y al rad-^ 
doppiarsi , triplicarsi , quadruplicarsi .n... delFu» 
na ; si raddoppia , triplica , quadruplica « < < « • zie- 
oessariam^ite anche f altra* 

Dimostrazione. Siano x ^ Xt due stati qualun-^ 
^ue delia prima quantici ; ed |^ , /i i du^ stati 
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corriifiondè&ti della seconda: io dico che la enuo' 
cia^ cpndìzume ha sempre per conseguenza nece» 
saria la proporzione 

^ j 

Infatti a: ed 0*1 o sono commensurabili od incom' 
mensurabili. 

Supponiamo primieramente che sieno ambe- 
due commensura)>iU dairunità u , e che u entri m 
volte in or 9 ed n in oci ; cioè si abbia a: =^ mu , 
;ri.= ;^2« ( ove m eà jf^ son numeri interi ): sarsi 

« 

a: m 



Si chiami Ui lo stato della seconda quantità che 
corrisponde allo stato u della prima* Quando u di- 
viene mu ^ nui Ui diverrà per la condizion dellV 
nunciato mui , nu% • Qosì i due stati della seconda 
quantità che corrispondono ^i due stati mu = oc , 
nu := Xi della prima , sono rappresentati non me- 
no da^,^i che da. mui^ m^. Dunque j^ = mu^^ 
jx = nux ; e per conse^ente 



y rn 



jr\ n 



t 



Dunque '-^ ras^-iè 

4 , 

Supponiamo in secondo luogo che x 9 x% sie- 
no. incommensumhitif Si chiamino ìix ^^y ^ i resi- 
dui che laisciano gli antecedenti x^x% n^isurati 
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che siano dalle unita u^ ut ^ rispettivamente enfai- 
summultiple de* conseguenti ^^i 9 7*1 • 

X — dx t JCi saranno commensurabili ^ e si 
avrà per la conclusion pi^ecedente 

Xi JTi 

Ora u od Ui pub attenuarsi al di la di ogni asse- 
gnata comunque piccolissima quantità , e quindi 

anche ix iy. Dunque ^ ^ Z^ sono limiti delle ra- 

gioni commensurabili , < ± , e di pia li- 

miti simultanei ^ non potendo Tuna di queste ra- 
gioni trovarsi al di sopra del suo limite, quando 
l'altra è al di sotto del ^uo« 
Dunque (§. 5.) 

Così rimane pienamente dimostrato che per cono- 
scere se una quantità è proporzionale ad un*altra , 
basta osservare se al raddoppiarsi , triplicarsi , 
quadruplicarsi • • « • dell* una; si raddoppia, tripli- 
ca, quadruplica • • • anche Tal tra. 

Due quantità saranno inversamente proporziO' 
noli , se al duplicarsi , triplicarsi , quadruplicar- 
si ••• dell* una ; si subduplica, subtriplica, sub* 
quadruplica • • • Taltra. Imperocché se al duplicar- 
si , triplicarsi , quadruplicarsi « • • delFuna x , Tal- 
tra / si subduplica , subtriplica , subquadrupli- 
ca ••• ; allora è manifestamente ^ che si duplica , 



te 

triplica 9 quadruplica • • • • ^ oac^ia che è direttameiH 
te proporzionale con x : e però si avrà* 



Applicazione. Nella geometria la Myrapposi-^ 
zìone dimostra immediatamente che in un circo^ 
lof 1 .^ ad angoli centrali uguali sì oppongono ar«* 
chi uguali; 2.^ che Tangolo centrale cresce o dimi'* 
nuisce I e si raddoppia , triplica $ quadruplica • • « 
con Topposto arco. Dunque Tangolo centrale è prò* 
porzionale alFopposto arco. 

//. CriUrio 

9. Se una quantità U sharia al svariare di più 
quantità Sft^\f^a:^jrfZ...^ e ^aria proporzio- 
nalmente a ciascuna di esse $ quando si consers^a^ 
no costanti tutte le altre; si conchiuda che in ogni 
caso ella segue la ragion composta di tutte , o che 
varia in proporzione col prodotto di tutte» 

Dimostrazione. La quantità U variando unica^ 
mente al variare delle quantità s^t^s^^x^j-f 
z • • f e perciò essendone funzione , io la contrase* 
gnerò così 

e per indicare i diversi stati di una quantità ^ ap- 
porrò degli apici alla lettera che la rappresenta. 
Chiamo R la ragione fra due stati qualunque del- 
la quantità U , dimodoché si abbia in generale 

(1) U=Uii Rt 
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indicando n il numero delle quantità s ^t^if i x f 
y , z . . . variate in U. 

Ciò posto 
1.^ Sia n ^= 2 , ed Uà 5= f(s' ^ ^ ^s^ ^x ^jr ^z* .^) 
L'equazione (1) equivarrà in tal caso a 

f(Sj ty V, x^y^ z . . .) = A* » *'» ViX^Xt a . . . ) R» 

che divi$a per Ut=/(*'f^»*'- ^ » ^ i « ♦ r • ) » 
diventa 

f{s\ r, 1^, a:i7^, « . . -) /i;/, f, y, Xyjr^ « . . . ) 

Ora in questa equazione il primo membro rappre* 
senta la ragione deMue stati , ne*quali si trova Vi 
per la variazione della sola quantità ^ ; ed il coeffi<- 
ciente di R rappresenta la ragione de*due stati ne* 
quali si trova U per la variazione della sola t. 
Quindi per la ipotesi fondamentale ^ cotesta equa- 
zione si riduce a 

4 = '- R • donde R[ = =^3 = i, . ^ , 

cioè se delle quantità s ^t ^v ^ x ^y ^ %• • .^ le 
varianti san due \ U seffjue la ragion composta di 
queste due. 

2.^ Sia n = 3, ed Us = /(/ $ t\ v' ^ x ^jr ^ z...)^ 
Tequazione (1) equivarrà a 

che divisa per V2 = f { s ^ ^ i i^ ^ x ^jr ^ z . . . ) 9 
diventa 
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Ora in questa equazione il primo membro rappre- 
aenta la ragione de' due stati ne* quali si trova U 
per la variazione delle due quantità s ^t\ ed il 
coefficiente di R rappresenta la ragione de' due 
stati ne' quali si trova U per la variazione della so- 
la quantità v* Quindi per la conclusion preceden- 
te cotesta equazione si riduce a 

-n • -^ =s ^ R: donde RC = --i = ^ • '-? • -^; 
s t ¥ Us 7 7 •? 

cioè ;re dette quantità s^t^s^^ x%y ^z* • • ^ le 9a^ 
rianti mìi irei V segue la ragion composta di 
queste tre» 

3.^ Nello stesso modo ^ se ri ss 4 , ed U4 = /^ / , 
t\i^fX>fjr^z*..)f Tequazione (1) divisa per 
Us = /[ y , t' , i^% or ,/• , a . . . ) , si riduce a 

/(/,l?,|/,a7,J-,2...) f{s%t\ sly x,j, z...) . ' 

I 

che per la conclusion precedente diviene 

» * • 

^ * ^ * 1> J J l>r U S t P X 

*-•/ • •? • n — •r **» «onde JRC = — r-j =- ^, . ,-j . ^^ . ^. 
^ t V X IJ^'* s t ¥ X 

> \ 

Ormai ben si scoile che Fandamento del raziocinio 
è sempre lo stesso: dunque si può conchiudere in 
£imerale 

U s t i' X j" z 

U« s t' u X r z 
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e perciò ~ (S. 7) D «= A. * ^ t» xy « • • • » 



designando A un coefficiente contènte* Vettuaìorse 
le quantità s^ t^ ^%oc^y% $i* •• varimno tutte simuìr 
tane amente:, U segue la ragkm composta di tutte» 

Qualora ii^a le quantità' j, t^ Pi Xyjr^^z «.• • ve 
ne fosfse alcuna, x per es*y che restànilo.ceetanti 
le altre, seguisse la ragion inversa di U, e chiaro 
che neir ultimo risultato si dovrà scrivere ànveee 
di essa il suo reciproco or', il quale ^^direttaACtt- 
te proporzionale con U* 

Applicazione* Nella gepmetria la sovrapposizio- 
ne dimostra inunediatamentè, 1.^ che due paralle* 
lepipedi sono coincidibili: ^ se yn ti;iedrQi ^^Funo 
è coincidifaile insieme agli spigoli cffn mn trjedro 
dell'altro; 2.^ che, un parallelispìpedo di angoli 
costanti cresca p diminuisce poi, t^r^ \spigQli con* 
coprenti ad uno de* suoi, ve^ti^i^.p ch^ si raddop» 
pia , triplica , quadriglieli, • > ^, con uno ^qual^nque 
di essi, rimanendo cpsfanfi gli alti*!: dup< Dunqup 
un parallelepipedq di Oìfgoff qgsta^i yaria iìi prch 
porzione col prodotto de^^ \ffifiq^,coìfCQrTenti ad 

uno de^suoi vertici; . . . .s . » .y ^ . . 

I>unqu9, ove. si scelga .per,unitk|di; yolufse il 
cubo avente per lato Funità lineare « il parallele* 
pipedo rettangolo sarà ugnale al prodotto della ba« 
se per Taltem, ' ' v ' ' 

tu. Criterio 

« ■ ♦ 

1 0. «Se due sistemi di quantità 1 .^ {Ijn^^^q.^^ 
2.^ ( j^ , ^ , (; , ^ , jr . . . ) sieno così ira loro dipen-- 
denti che ogni singola quantità (àeìT uno riesca 
proporzionale ad ogni singejba^ qmntifà d^lF Jfdtrp t 
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quando restano invariabiii in entrambi i sistemi k 
quantità rimanenti ; si conchiuda che in qualunr 
que oa^o il prodotto di tutte le quantità del \^ 
sistemaf varia in proporzione col prodotto di tutu 
4e quantità dal secondo* 

. Dimostraziooo. Nel 2.^ sistema (^f/tPt^xTi^) 
si tenj^iio ferme tutte le quantità, tranne s. 

s in vigor della ipotesi e del criterio preceden- 
te, varierà al variare delle quantità del 1.^ sistema 
l ^m ^n fp ^ q •• .^ seguendone la ragion, compo- 
sta, e perciò si avrà 

s =9 A. • l m n p q •••9 

dienotandb A' uba' costante* 

* Or da iqul si deriva/ =^yA•*m-» >»•*/>•» ijr** . .., 
e questa equazione dimostra cheia quantità / del 
1.^ sistèma (/, rn^n^py q. •) varia iri' ragion inversa di 
ciascuna delle quantità com|>agne fà^n^ p^ q^ . . .^ 
quando in 'entrambi! sistemi si conservano costan* 
ti tutte le altre quantità. Dunque , in forza di que- 
sta conseguenza e della ipòtesi , / varia proporzio- 
nalmente al Varìisire di ogni singola quantità del si- 
^stema (w*, »"*.»/r* , ^* ^ • • • i ^^ i Jf » ^ % ^\3r . . •), 
sostando tutte 'le altre. Si avrà dunque . pel crite- 
rio preciedentè ' 

l m-* fr^ p"^ ^» • * , s t u X y • • ;. .. 
/| ~ m/» n;^pjx q;i - • • s,t^ y^x^jr^ . . . ' 



e quindi 



• > 1 1 * 






l mn p Q • • • s t u X r • • • 



^ciò che era da dimostrarsi. 
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Ossermziùitì sulla propòrziottalità delle qiìhntttà 

immagindriez inqual senso le quantità proporzionali 

possano dirsi quantità eguali. 

1 1. Questi criterj sussistono ancora nel caso che 
le quantità variabili diveligano immaginarie. Im- 
perocché una quantità imknaginariia della ^ forma 

si dieef che diviene doppia^ tripla, quadrupla • • • , 

qualora doppia , tripla ^ quadrupla diven«- 

-ga simultaneamente ciascuna delle sue parti reali 
'f{x) , 7(.r). Così la proporzionalità delle quantità 
immaginarie variabili , si riduce a quella delle 
quantità reali che vi sono comprese* 

12. Nella proporzionalitàt^ ae scelgansi ad uni- 
tà di mistira delle rispettive grandezze eerti loro 
stati corrispondenti , potrà dirsi in forza della 
definizióne delle quantici proporzionali e del num«3: 

1.^ Che una quantità è uguale ad un' altra » 
se la prima sia proporzionale alla seconda ; 

2.^ Che una quantità è uguale al prodotto 
di molte altre , se la prima sia proporzionale al 
prodotto delle seconde; 

3»^ Che il prodotto delle quantità di un si-* 
sterna, è uguale al prodotto delie quantità di un 
altro sistema ; se il prodotto delle prime sia pro- 
porzionale al prodotto delle seconde. 

Così 9 per es. , la proporzione 

l m n s t %^ 
li * mi' ni Si * ti * Vi ^ 
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diventa l mn^== st v ^ ave scelgansi ud unitk di 
mifura delle quantità l ^m ^n $ s ^ t^ì» ^ i loro 
stati corrispondenti 1% ^mi^Ui ^ s% ^ ^i , i^i • 

Adoperando questo linguaggio, è manifesto che 
le proporzioni si, cangiano in equazioni tra quan» 
tità che prese nel loro senso letterale sono ete- 
rogenee , in equazioni perciò che presentano una 
contradizione apparente. Non è a dir quanto gio- 
vi il saper alFuopo sostitui|pe alla sincopata es^ 
pressione apparentemente contradittoria , quello 
che vi è di sottinteso » e ohe vi riconduce Te* 
Battezza dissipando FasaurdOf 

Le applicazioni degli esposti criterj si estendo^ 
no naturalmetìte a quanto involga qbbietto di quaii« 
titàt scienze ^ arti e coiuniercio. Per. esempio ^ nel- 
rindustria fabbricante e commerciale da una parte 
si hanno gli elementi de^mezzi che somministra la 
natura e l'arte , non che i tempi ne' quali essi han*^ 
no agito debbono agire ; dall'altra « gli elementi 
degli effetti che questi mezasi hanno prodotto o deb* 
2>Qno produrre. I nostri criterj giovano evidente^ 
mente a determinar subito i quando la ragion eom* 
posta degli elementi de'imezzi segua la ragion /cquh 
posta degli elementi degli effetti» 

La teorìa generale delle quantità proporzionali 
sembra essere il vero ideilo che unisce all'algebra 
tutte le diverse parti delle matematiche* 
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TEORiCA dik YALOftl DEIXi; PfiOlCIIOIU. 



applicazion c)^iralgebra alla geometrici con$iste 
nel tradurre in lingua algebrica le quistioni rela- 
tive alle quantità estese V onde più fàcilmeote ri* 
solverle e dimostrarle; per essa le moltiplici prò* 
prietà geometriche si compendiane in. brevi for; 
mule, nelle quali poi si vedono e. si deg^ono le im*» 
magint e i movimenti dell'estensiiKie* Le basi di 
questa scietea possono ridursi a tre: alla trigonpr 
metria ; alla teorica delle proiezioni -e delle qqoir* 
dinate; ed al calcolo infinitesimale^ N^lla, prqsente 
memoria mi propongo di esporre, un poco : più ger 
neralmente e precisamente che d'ordinario, i prin- 
cipìi de*valori delle proiezioni , ed i mes^i di rl*r 
durre la proiezione delle aree a quella delle ret- 
te: dichiaro come^ date più rette, si determina la 
retta che proiettata sopra un asse mutabile a pia* 
cimento, è sempre uguale alla somma delle prò* 
iezioni omologhe delle prime, retta che con, nome 
desunto dalla meccanica, dico risultante, chiaman* 
do le altre componenti; e dimostro che una retta 
moltiplicata per la proiezione che riceve da un* al* 
tra retta, è uguale alla somma delle componenti 
deiruna, moltiplicate rispettivamente per la prò* 
lezione che ricevon dairaltra. Da questo teorema, 
il quale nella teorica delle forze divenendo, il prin^ 
cipio delle velocità virtuali tutta in se racchiude 
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la meccanica, si deriva un nuovo metodo somma* 
mente semplice , elegante e spedito di trattare la 
geometria a due e a tre coordinate, finita ed infi^ 
nitesimale , del cjuale darò un saggio in seguito. 

Definizioni - proiettane di uh puntò ^ di una linea 

e di una superficie^ asse e piano dirigente t 

conseguenze i distanze relativa 

e singoli delle proiezione 

{*) 13. Un pianto proiettato parallelamente a 
Min- piano dato sopra una linea, è rintwsesione che 
quivi produce il piano condotto dal punto parala 
lelamente al dato. 

Un punto proiettato parallelamente ad un as'» 
se sopra una superficie, e quivi il piede della ret- 
ta condotta dal punto parallelamente alleasse dato. 

Un punto proiettato , si dice proiezione del 
punto. : La proiezione di un punto è ortogonale od 
obliqua, secondoekè la retta che lo proietta, è per- 
pendicolare od obliqua airestensione sopra cui Io 
proietta. 

a) La proiezione di una linea o di una sU" 
perfide^ è il luogo geometrico delle proiesioni de* 
suoi plinti, 

6) La retta che unisce il punto colla sua pro- 
iezione, si dice retta proiettante. Similmente, il pia- 
no ehe proietta un punto sópra «ipa linea, si chia* 
ma piano proiettante, it palese che i punti com- 



*nW '■■ ■ I ■ ■ . «i ; -— g^ti^ I >■— a>»^i— ^Bp—i , 1 |i , . .. . 1 l u I. 1 1 . 1 1 m * 

(*)T numeri' de'JS. fanno seguito a quelli deirartìcolo sulle 
quantità proporzionali. 
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presi in una stessa retta o in uno stesso piano pro- 
iettante , hanno tutti la medesima proiezione. Il 
luogo geometrico delle rette, che proiettano una li- 
nea sopra una superficie, si chiama superficie oi- 
lindrica proiettante: quindi tutte le linee che ab- 
bracciano la medesima superficie proiettant^e, han- 
no evidentemente la stessa proiezione. 

e ) Il piano o Tasse parallelamente a cui si 
proietta, dirigendo tutte le rette proiettanti, si di- 
rà piano o dsse dirigente-^ l'inclinazione del piana 
asse dirigente alla linea o superficie che riceve 
le proiezioni, obliquità di proiezione ; e le. proie- 
zioni si diranno di eguale obliquità^ se le linee a 
superficie che te ricevono, inclinino egualmente: ai 
rispettivi piani o assi dirigenti; ed omologhe^ se sia- 
no fatte sopra un medesimo asse o piano, parallela- 
mente allo stesso piano o asse dirigente. Atlorchè» si 
nominano le proiezioni, prescindendo 4a cfgiii asse 
e piano dirigente, s'intendono le ortogonali^ 

Dato il piano dirigente^ la proiezione di una 
linea sopra un asse, e in questo il segmento com- 
preso fra i piani proiettanti gli estremi della lig- 
nea; essendoché in tale segmento cadono Imtte le 
proiezioni de'punti intermedii della medesima. Quin- 
di 1 .^ la proiezione sopra un asse di più linee in- 
tercette fra due piani proiettanti , e la medesima 
per tutte; 2.^ le proiezioni di una medesima linea 
sovr* assi paralleli , sono eguali in tutti , siccome 
rette parallele comprese tra piani paralleli; 3.^ per 
proiettare un punto od una linea sopra un asse, si 
può proiettare dapprima sopra una superficie od 
una linea, ed in seguito proiettarne la proiezione 
sull'asse. 

ti? ) La distanza di due punti proiettata sopra 



unn retto, dicesì ancha distanza de* due punti sti^ 
mata rusl ^enso affila retta. I^a distanza di un pun« 
to da una superficie, stimata nel senso di un asse^ 
è la retta condotta dal punto alla superficie parai» 
lelamtsnte alFasse. La distanza di un punto da una 
Jinea, stinrnta nel senso di un piano, è la retta con-r 
dotta dal punto alla linea parallelamente al piano, 
is ) Alfine di meglio parlare alla imnoaginazicK 
ne e di conseguire simmetria neVisultatì, nella pre- 
sente teoria io designer}) i piani dirigenti e i piani 
che ricevono le proiezioni, con lettere grandi; e con 
lettere piccole, gli assi dirigenti e gli assi che ri* 
cevono le' proiezioni» Per indicare cfie una linea p 
h proiettata suir asse ,r , essendo n il piano diri** 
gente, si scriverà 

Dri 

Similmente, per indicare che un^estensione a è pro- 
iettata sul. piano ^^ ^ essendo d Tasse dirigente, s. 
scriver^ 

d^ 

I ■ 

• m 

In uria parola, ne.irestensione da proiettarsi collo- 
cheremo in alto e alla sinistra il piano o asse di- 
rigente, e in l)asso e alla destra Tasse o piano che 
riceve la proiezionet Nel caso delle proiezioni or- 
togonali si ometterà di segnare il piano o asse di* 
rigente; così il simbolo a^ , indicberl^ la proiezio- 
ne della linea a sull'asse x. È evidente che une- 
stensione è uguale alla sua proies^one sopra se me- 
desinai così aa ^=^a> 

' L*aogolo formato da due estensioni ^ ed «r , 
s'indicherà così 

'px : 



t\oh SI pùtrik un plinto iri àfid « àltd ftiiiistM di* 
tìanzi alle lettere! l'appi^esetitanti le due estei)slioni. 

Nota i. Imiti^ginidhio linà linea che Vari! di 
graddeZ2Éat sie co^grddi positM essd pi^ògi^edisce in 
un sen^o^ co* gtadi negativi retrocederà in senso cdn- 
trai^io. Dunque una linea, se generata da tin pun« 
tó moventesi in un ^enso ^ si riguai'da carne po^ 
siti'Vd; generata da un pùnto moventesi in senso 
contrario^ dovrà riguardarsi come negatila; e il se» 
gtio ( =t ) indicherà it senso del moto generatore. 
Le lettere impiegate a designare una linea varia- 
bile, si ordinano in modo che il punto generator 
della linea non passi per il luogo indicato da una 
lettera qualunque , se non dopo di esser passato 
per il luogo della lettera che precede. Così Tor- 
dine delle lettere serve a rappresentare il senso del 
moto generatore. 

Nota 2. .Una retta a partire da uno qualun- 
que de^ suoi punti , presenta due direzioni oppo-^ 
sta ( vale a dire, a partire da quel punto si pub 
camminare sulla retta in due sensi contrarii ) , 
delle quali se Tuna si prende per positiva, Taltra 
è negativa. Quindi per conoscere completamente 
una retta, bisogna conoscerne tre cose, la grandez^ 
za, la direzione^ e la posizione. 

Proiezione de" punti sopra un asse. 

14. Per trovare la proiezione P ( fìg. i.) dì 
un puntu M sopra un asse Ox in un modo facile ed 
uniforme, si fissa Vorigine delfasse in un punto 
qualunque Q: ivi Tasse sì concepisce diviso in due, 
l'uno positis^o^ e Taltro negatis^o*. se Tasse e orizzon^ 
tale^snole tenersi positivo quello che corre dalla si- 
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nistra alla dosttra deirorigine; e qa&llp che corre 

dal ba&so in alto , se Tasse è verticale , od obliquo 

airorizzonte. 

La parte dell'asse compresa tra Torigìne e la 
proiezione del punto, quale OP, si dice ascissa del 
punto; ed e positis^a o negatis^a, secondochè si con- 
ta suirasse positivo o sul negativo. È palese, che le 
ascisse de^ punti non solo fanno conoscere colle lo- 
ro estremità le proiezioni de^ medesimi^ ma euandio 
le mutue distanze di tali proiezioni. 

Se l'ascissa di un punto ( sia posi ti va, sia nega- 
tiva ) s'indica per es. colla lettera x, Tasse su cui si 
conta, si suole indicare colla stessa lettera posta alT 
uopo tra parentesi, come per es. asse (x). 



PROIEZIONI DELLE RETTE. 



Espressione algebrica delle medesime sia per mez- 
zo delle linee trigonometriche ^ sia per mezzo del- 
le ascisse: proiezione del contorno di un poligono. 

15. Una retta proiettata sopra un piano paral- 
lelamente ad un asse, è un'altra retta: imperoccliè 
le linee proiettanti i diversi punti della retta, essen- 
do parallele e attraversate dalla retta, sono tutte 
nel piano determinato dalla retta e da una di esse ; 
e d'altronde Tintersezione di due piani è una retta. 

a) he proiezioni sopra un piano di due rette 
parallele (essendo qualunque Tasse dirigente), sono 
parallele: giacche riescono paralleli ì piani proiet- 
tanti due rette parallele. Dunque la proiezione in 
un piano di un parallelogrammo è un altro parai- 



telegramma^ e ^tth sono ègutdi e p^iilìéte le prò* 
|. lezioni di due rette uguali e parallele* ' 

16* Teorema* La proieùoìie ortogonale di ufut 

, retta a sopra un asse Xf o sopra un piano x , è 

■^ uguale al prodotto della medesima pel coseno del-' 

, la inclinazione reciproca : cioè a» = a cos'ax ^ 

a^'sA a cos'ax. 

Dimostrasione» ImmaginaDcIo o costruendo Ta-* 
^ naioga figura, si vedrà che la proiezione ortogo-* 
naie di una retta a sopra un asse o sopra un pia* 
. no, può riguardarsi come un cateto di uin trian- 
, golo avente per ipotenusa la retta data 9 e per 
angolo adiacente al cateto, Tinclinazione della ret- 
ta a alla sua proiezione; e d'altronde un cateto 
è uguale al prodotto dell'ipotenusa pel coseno del- 
Tangolo adiacente* 
a ) Poiché 

aba ==3 ab cos'ob ■=: bah ; 

perciò una retta moltiplicata per la proiezione che 
riceve da un altra, è uguale alla seconda molti" 
plioata per la proiezione che riceve dalla prima. 
1 7* Teor* La proiezione obliqua di una retta 
a sopra un asse pc , h ugtwle al prodotto della 
retta per la ragione de" seni degli angoli die il 
piano dirigente d fa colla retta e colt asse: cioè 



ax "= a • 

sen'ùoc: 



^^V^jìiqa^i -cnndiagiii f|i?r Torigine O (fig. 1.) la linea 
OIVT parallela a Ua^ mttiLijata a e diretta nel mede- 
simo senso: MP rappresenlHPti in profilo il piano 
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che, parallelamente al piano dirigente OD, pi*oief« 
la in P sull'asse Ox -^ (x) il punto M; OP rap- 
presenterà il talorè della proiezione dì a, e sarà 
c= ^ax* Da O sì conduca Op perpendicolare al 
piano MP, e però anche al dirigente 0D« I triàngoli 
PQ/7, MO/7 rettangoli in p, danno 

Op = OVcoyPOp = OMcosMOp: 
ma OP ^= ^ax , cosVOp ^= senDOP — sen'DX , 
OM ^== a , cosMOp = sehDOM =^ servDa r 

dunque sostituendo 

n . n sen*Da 

a* sewnx = a sen'oa , e però a» = a . 

seìVDo: 

^ , . serviM 

L espressione a rappresenta esattamen- 

te il valore della proiezione di a , offrendone la 
grandezza e la direzione. Infatti essendo la ret- 
ta a positiva e sen*ì>x costante, la nominata espres- 
sione sark positiva o negativa insieme con sen'ua. 
Ora questo seno (se Fangolo *oa si conti a partire- 
dal piano dirigente OD e piegando verso Tasse Dar 
positivo ) sarà positivo o negativo, secondochè ran- 
golo *Da resta dalla parte del piano dirigente che 
guarda Tasse positivo o negativo, e però secondo* 
che e positiva o negativa la proiezione di <7, come 
rilevasi dalla figura. 

a) Teor. La proiezione obliqua di una retta a 
sopra un piano x, è uguale al prodotto della retta 
per la ragione de' seni degli angoli ohe Vasse ^iri^ 
gente d fa colla retta e coìtft^0mm nh? Mé^à W^f ^ 
d sewda % /iU mùun^ 

•* sewdìL **•* 
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La dimostrazione è la stessa che quella del pre- 
cedente teorema^ solo convien supporre nella fi^, i. 
che OD rappresenti tw^ifftifilo Tasse dirigente, Oar 
il pianc^ che riceve le proiezioni; e Op un piano per- 
pendicolare alTasse dirigente, e però alla linea pro- 
iettante MP« 

b) Da questi due teoremi si ricava, che le rette 
parallele sono proporzionali alle loro proiezioni 
omologhe. 

18. Teor. La proiezione di una retta a sopra 
un asse (jc), essendo qualunque il piano dirigente 
^ , è rappresentata nella grandezza^ direzione e pò* 
siziofie da 

a/ — ^ x; 
intendendo per x Vascissa del punto donde la ret-^ 
ta incomincia^ e per x V ascissa del punto oi^e la 
retta finisce. 

Dino. La proiezione della retta a sull'asse {x)^ 
è in quest'asse il segmento compreso fra i piani che 
proiettano gli estremi di a parallelamente al pia- 
no dirigente (§. 13)r Or questo segmento quando gia^ 
ce tutto intero sull'asse {x) positivo, ovvero sul Tas- 
se (x) negativo, è manifestamente uguale alla dif- 
ferenza tra le ascisse x^ ^ x ^ relative agli estremi 
dì a t così in questo caso sussiste il teorema. Che 
se la retta a cade proiettata, parte sull'asse {x) po- 
sitivo e parte sul negativo, allora una delle ascis- 
se, per es. quella del punto donde incomincia a , 
è certo negativa, e nel suppósto esempio potrà far- 
si a: == — X, e si avrà x — jc = x -4- x, «cioè la 
proiezione di a eguale alla somma de'valori posi- 
tivi delle ascjsses lo che si accorda perfetfóihente 
colla figura. Inoltre Fespressione x'-^x si accorr 
da pure colla figura nel mostrarci che lii proiezio- 
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ne di a è negativa (cioè diretta liel senso delfas^e 
(x) negativo) ogni volta che Tascissa del punto, don^* 
de la retta incomincia, è maggiore dell'ascissa del 
punto ove la retta finisce. Dunque in ogni caso la 
proiezione di una retta sopra un asse^ è uguale al* 
la differenza delle ascisse dé'punti ove la retta fl^ 
nisce ed incomincia* 

19. Xeon La somma delle proiezioni deHati 
di un poligono sopra un asse (x) , essendo qua^ 
lunque il piano dirigente o, è nulla. 

Dim. Il poligono sia di n lati a, a\ d'y—(A^'^)i 
i quali a cominciare da a, si succedano per ordi- 
ne giusta il corso del perìmetro, x, x\ x'\ ••« xl'^'^) 
siano le ascisse deVertici consecutivi a cominciare 
da dove comincia il lato a: si noti che dopo il ver^ 
tice nesimo , ritorna il primo vertice , e però 
orW = X. 

Ciò posto , le proiezioni deMati sulFasse (or) 
saranno 

^a» = x^^^^ V, = x''— ar', ... ^^aT»-»), « x— aK«-»). 

Ora sommando membro a membro « e F una do* 
pò l'altra tutte queste uguaglianzci la somma de* 
secondi membri si riduce a zero, e però si ha 

i>(a^a-h a" . . . -k d'^% = o. 



Nota. Per valutare con precisione^ quanto al« 
la grandezza e direzione, le proiezioni di più veU 
te date sopra un asse Oj? (fig. 1), basta condurre 
per r origine il piano dirigente ODt poi una linea 
parallela ed eguale ad ognuna delle rette datCì e di'* 
retta nel medesimo seuso^ le proiezioni delle rette 
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COSI Condotte, avranno la stessa grandezza e dire- 
zione che le proiezioni delle prime rettCt ossia lo 
stesso valore; e per sapere se sono positive o nega- 
tive, basterà osservare se cadono suir asse positivo 
o negativo, ovvero se le rette date, riportate air or i^, 
gme, restano dalla parte del piano dirigente che. 
guarda Tasse positivo o negativo. 

Retta risultante e sue proprietà. 

j 

20. La risultante di piU rette date divergenti 
da on centro, è la retta la cui proiezione sopra un 
asse mutabile ( essendo qualunque il piano dirigen- 
te ) è sempre uguale alla somma delle proiezioni 
omologhe di tutte le rette date, le quali si diran- 
no componenti della prima. Quindi . è palese che , 
trattandosi di proiezioni, si potrà sostituire la ri- 
sultante alle componenti , e viceversa. Si sa dalla 
meccanica, che se le rette componenti rappresentas- 
sero forze, la retta risultante rappresenterebbe la 
forza unica cut equivalgon le prime. È di iqui che 
si sono desunte le denominazioni di risultante e di 
componenti* 

a ) Teor. La risultante di due rette VA , VB 
( fig. 2. ), è la diagonale YR del parallelogrammo 
costruito sulle medesime prese per lati* 

Dimostrazione. x% x , x' designino sopra un 
asse {x) le ascisse de* vertici Y , A , R , essendo 
qualunque il piano dirìgente* Le proiezioni dell^ 
rette YA , AR , YR , saranno 

ed a^^ — X proiezione di AR , rappreaenterà pur^ 
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ja pròiiezione di VB « essendo AR e VB rette pa« 

rallelé ^ uguali e dirette nel medesimo senso. 

Ciò posto, h manifesto che la proiezione a/' — ji 
della diagonale Vfi| è uguale alla somma delle pro^ 
lezióni àr'r— jc, x^-^^x di VA # VB j dunque la 
diagonale VR è , per la definizione i la risultante 
delle due rette date VA i VB- 

b ) Teor. La risultante di tre rette date VA, 
VB , ve ( fig. 2. ) non situate nel medesimo pia^ 
no^ è la diagonale VR' del parallelepipedo costrui- 
to sulle medesima prese per ispigoli* 

Dim. Infatti VR, diagonale del parallelogram- 
mo costruito sopra VA , VB , è la risultante di 
VA , VB ; e VR', diagonale del pàrallelogramaio 
costruito sopra VR^ VG, h la risultante di VR, VG, 
e però di VA, VB, VG. Ora VR' è pure eviden- 
temente la diagonale del parallelepipedo costruito 
sopra VA , VB « VG. Dunque ec# 

e ) Problema. Date pia rette divergenti da un 
punto, trovare la loro risultoìite. 

Soluz. Sulle prime due rette^ prese per Iati, 
si formi un parallelogrammo: la diagonale sarà la 
loro risultante. Su questa diagonale e sulla terza 
retta, prese per lati, si formi un nuovo parallelo- 
grammo: la nuova diagonale sarà la risultante del- 
le prime tre rette date; Proseguendo così , rultima 
diagonale sark la risultante di tutte le rette date. 

In cotesti parallelogirammt successivi, i lati pa- 
ralleli alle rette date formano evidentemente un po- 
ligono, il quale è chiuso dalFultima diagonale. Quin- 
di per trowre piii speditamente la risultante di più 
rette date, si formi un poligono, i lati del quale 
( a cominciare dal punto donde di\fergona le ret^ 
té d^te-) sianù^ ^uccessii^amente paralleli ed egua* 
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H à ciascheduna delle rette date^ e dirette nel mer\ 
desimo senso : la retta che chiude il ppligono^^ è 
la risultante richiesta^ Ponque, viceversa j il tato, 
di un poligono^ stimato in senso contrario al corso, 
del perimetro f è la risultante di tutti gli altri lati. 

d ) Teor. La risultante dipiùr^s^te d^te è. uni^ 
caf e però si può tenere ^ual ordim si yuole nel 
determinarlaf 

Dim* Suppooiamone passibili dite II ^ R% 6 4i^ 
verse da zero; nei piano delle medesime conducia-* 
ino per la loro comune. origine un asse^(ar) p^rpen-^ 
dicolare ad R» e però pbliquo ad R'« La proiezione 
ortogonale di R sopra (or) sarà nulla , e non quella 
(di R^ Ora si la prima coipe la seconda proiezione , 
dovendo essere uguale alla somma delle proiezioni 
omologhe delle medesime componenti, dovrebbe ave* 
re upo stesso valore*, Punque è assurda la fatta ipo<* 
tesi di due risultantif ; • - , it . 

e) Teor» Una retta r moltiplicata per Id proie^ 
zione^che rices^e dg^.w^alpraq^ è, uguale alla som* 
ma delle componenti a, b^ e 9 d*** dell'una r^ 
moltiplicate rispettij/ammt^^ pef] la prpi^qìffi f^ 
ricet^pn dalFaltra qi cioè 



»» 



(jfr^i = rqr •=aq^-^ bqhr+^.cq^ -^dqd ;&- ecj^ 

Dim. Si proiettino ortogonalmente sopra ,q lo 
rette r^a^b^c^d^^^^^i^i avrai per la aefi- 
nizione della risultante, 

rcorqr == acos*qa t bcorqbn-ccorqofhdcorrh ec» 

' - . ..... \ 

e, moltiplicando tutto per 9, 

ry cos'qr ==» aqcos'qa -4- bqcos*qb -+ cqcos^qo -f- «éi 
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Ora qcos^'qr , qcos*qa , qcos'qh , qcos^qc , ec. sono 
le proiezioni qr ^ qa ^ qh^ qè ^ ec, che là risultan- 
te è le componenti ricevono rispettivamente dalla 
retta q. Dunqae ec. 

/) Teor. // quadrato della risultante rè ugna* 
le alla somma dé^ quadrati delle ' su>e componenti 
a j b ^ c\ d j •• • 9 pia due si^òlte la somma delle 
medesime moltiplicate a due a due e pel coseno 
delCangolo che comprendono : cioè . 



0) T» = a*^6*H-c*-Kif^-+-ec. 

•+• 2ab corab -+- 2ac corac -4- 2ad cos*ad . . 
2bc cosche -4- 2bd cos*bd . . 
2cd cos'àd-^ ce. 



Dlm. Si proiètti r ortogonalmente sopra ciascu- 
na delle rette r ^ a ^ b ^ e ^ d i . .i sì avrà , pel teo- 
rema precedente , rrw ossia 

i • 

^) r* = arm •+• brh -+- ere h- dra -+- ce. ; 

ma per la definizione della risultante 



r« = <f H« bcos*ab -h ccoyac 
rh^==^b -^ acos^ab •+■ ccos.be H- 
re •=! e -¥- acos*ac -+- bcos*bc 
rd =^ d -{- acos'ad^^ bcos'bd 



dcos'ad 


-h- ec< 


dcorbd 


H^ ec 


dcos'cd 


-f- ce 


e cor ed 


-+- ce 



Sostituendo questi valori nella formula (!^) e ridu- 
cendo, si avrà la formula (4)« 

21. Teor. Se più rette si proiettano omologa^ 
mente sopra un piano, la risultante delle loro pro- 
iezioni coincide colla proiezione della loro risul* 
tante. 
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Din!. La risultante di piii rette date può con- 
siderarsi come rultimo lato di un poligono, i cui 
lati rimanenti siano paralleli ed uguali alle rette 
date, e diretti nel medesimo senso; e viceversa* Ora 
la proiezione di tal poligono sopra un piano è ma- 
nifestamente un altro poligono, i cui lati sono pa- 
ralleli ed ugnali alle omologhe proiezioni delle ret- 
te date e della risultante, e diretti nel medesimo 
senso* Dunque la proiezione della risultante delle 
rette date, ultimo lato di questo poligono, è la ri- 
sultante delle proiezioni delle stesse rette, proie- 
zioni rappresentate dai lati rimanenti. 

PROIEZlOlfl DELLE AREE. 

Definiùorù - area; asse del pianoi com^enzione prò* 
pria a render sensibile lo stato positii^o o nega» 
tiy^o di wiarea^ e a ridurre la proiezione delle 
aree a quella delle rette è 

22. Area è ogni superficie piana chiusa da una 
linea rientrante. 

a ) Asse di un piano è una retta indefinita per- 
pendicolare al piano in un punto fissato ad arbi- 
trio. Noi supporremo, che Tasse di un piano si di- 
vida in . due a partire dal piano: Tuno positi\^o^ e 
Faltro negativo \ e poscia, che ciascuno di essi , a 
guisa di una persona ritta sul piano, abbia la sua 
pctrte destra e sinistra. Nella declinazione de* pia- 
ni si diranno omologia i loro assi dello stesso no- 
me, cioè e i positivi, e i negativi. 

b ) Teor. La declinazione di due piani è ugua- 
le a quella decloro assi omologhi. 

Dim. VA , VB rappresentino due piani in prò- 
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filo; e Va^ Yb i corrìspondetiti assi omologhi, as- 
si che coincidono allorché è nulla la declinazio- 
ne de*due piani. Per V si conduca un piano perpen- 
dicolare allo spigolo deMue piani VA, YB: tale pia* 
no conterrà gli assi Va, Wb^ e inciderà ne*due piani 
Fangolo AYB, misura della loro decli nazione. Ora 
gli angoli AYBi ifYb sono eguali» avendo ambedue 
lo stesso complemento aYB : dunque la declina*- 
zinne de'duo piani è uguale a quella de* loro assi 
omologhi» , ' 

Si noti che sono complementarii, i."" gli angoli 
che una retta fa con un piano e coU'asse del piano ; 
2.^ gli angoli che un piano fa con un altro piano e 
colFasse di questo* 

e ) Lo stato positivo o negativo di una linea 
si desume dal senso in cui si muove il punto che 
genera la linea: lo stato positivo o negativo di un* 
area può del pari desumersi dal senso del moto che 
genera Tarea. Moto generatore di superficie piana, 
è il moto rotatorio di una retta intorno ad un asse 
perpendicolare alla rètta. 

Supponiamo che ciascun* area giacente in un 
piano sia animata da un moto rotatorio intorno ali* 
tisse del pianot è manifesto che quando. essa rota 
dalla destra alla sinistra deU* asse positivo, roterà 
dalla sinistra alla destra dell'asse negativo, e vice» 
irersa. Ciò posto: 

1 .? noi immagineremo che ogni area positim 
tenda a rotare dalla destra alla sinistra dell asse 
positivo^ e però dalla destra alla sinistra dettasse 
negatisfo, ogni area negativa. * 

2.^ E converremo di rappresentare ogni area 
positis^a con un proporzionale segmento delV asse 
positivo^ e però con un proporzionale segmeìUo dell 
asse negatii^o, ogni area negativa (§. 3). 
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Queste due, convenzioni sono valevoli a ridur- 
re la proiezione delle aree a quella delle rette^ Si 
avverta, che quando senz'altro aggiunto si dirk, 1.^ 
assedi si sottintenda positivo; 2,® dalla destra alla 
sinistra^ o dalla sinistra alla destra^ sì sottintenda 
delibasse del piano. 

d ) Noi qui designeremo il piano e Farea con 
lettera grande; e con la stessa lettera, ma piccola, 
Tasse del piano e delTarea. E converremo, che se A^ 
rappresenta sul piano X la proiezione dell* area 
A| hm rappresenti sopra x (asse del piano X) la 
proiezione di un segmento A dell'asse a. 

f^alore della proiezione ortogonale ed obliqua 

di un area. 

23. Teor. La proiezione ortogonale di un area 
A sopra un piano X , è uguale al prodotto delF 
area pel coseno della sua declinatone dal pianoi 

cioè A^ =5 Acor AX. 

Divideremo la dimostrazione in due parti. Pri- 
mieramente dimostreremo, che Acor AX rappresen- 
ta con esattezza sul piano X la proiezione ortogo- 
nale di A, quanto al s^alore numerico^ poscia, quan- 
to allo stato positivo o negativo giusta la conven- 
zion fondamentale* 

Prima parte. \.^ Sia A l'area di un triangolo 
ABC (fig. 4.) il cui piano interseca lungo MN il pia- 
no MNX = (X): dagli estremi di uno fra i suoi tre 
lati, non perpendicolare ad MN, per es. di AB, ti- 
riamo perpendicolari ad MN le Aa, B6; e per G la 
AB' parallela ad AB, e terminante tra «A, &B, pro- 
lungate se occorre: ne nascerà il parallelogrammo 
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AB' doppio del tptangolo ABC, avendo con questo 
comurie la base AB e TaUezza, e sarà =AA'«a6 =^2A. 
Ora siffatto parallelogramino proiettato sul piano 
(X)? diventa un aUro parallelogrammo, il quale, 
presa per base la proiezione del lato AA' ( cioè 

AA'cpr AX) 9 avrà un* altezza = a&, e quindi una 
superficie 

= AA'-fl^co^-AX = 2Acor AX. 

Dunque la proiezione del triangolo ABC , essendo 
metà della proiezione del parallelogramo AB', -sarà 
= Aco^'AX. 

2.^ Sia A un* area poligona: essa potrà decom- 
porsi in triangoli ^, ^, ^'^ • » • , le cui proiezioni sui 
piano (X), sommate daranno la proiezione di A» Si 
avrà dunque 

Aj = (^ -f- ^ -+- ^ ' f . f )co^'AX = Aco^'AX. 

■ 

3.^ Finalmente sia A un* area chiusa da una li- 
nea curva; essa, come limite de*poligoni inscritti e 
circoscritti , proiettata sul piano (X) diverrà 
= Aco^*AX» 

Dunque, in ogni caso, AcorAX rappresenta con 
esattezza sul piano (X), quanto al valore numerico, 
la proiezione di A. 

Seconda parte. Da un punto della intersezione 
de'piani (A), fX), elevati gli assi omologhi a, jc, im- 
maginiamo che r area A roti continua dalla destra 
alla sinistra dell'asse ai è facile a vedere che sul pia- 
no (X) la proiezione A^ di A, roterà intorno all'as- 
se X positivo 

1.^ Dalla destra alla sinistra, finche la declina- 
zione 'XA varia nel primo quadrante o nel quarto; 
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!2.^ Dilh iinisitn. alla destra, fincliè la declina- 
i^ione *XA. varia nel séconclo quadrante ò nel ietzo; 

Allorckè poi la declinazione *XA pas^a dal pri- 
mo al secondo quadrante, e dal terzo al quarto « 
la proiezione A^ svanisce evidentemente. 

Pertanto la proiezione ortogonale di A sul pia-" 
no (X), è positiva o negativa giunta la convenzion 
fondamentale, e si annulla insieme con 1* espressione 
AcOif'AX* Così rimane pienamente dimostrato il 
teorema. 

a ) Poiché 

Aj =? Aco^'AX = Acos'ox =» A^i 

perciò , rappresentando tarea A con un segmento 
A detrasse a, alla proiezione ortogonale da piano 
a piano potrà surrogarsi la proiezione ortogonale 
da asse ad asse. _ 

b ) Teor; La proiezione obliqua di un area A 
sopra un piano X , è uguale ed prodotto delFarea 
per la ragione dè^seni degli angoli che tasse di-' 
rigente d fa colVarea e col piano*, cioè 

d, ,sen*dk 
sen'djL 

Dim. OM ( fig. i. ) rappresenti in profilo Ta-- 
rea A; MP la superficie cilindrica, che proietta sul 
piano Ox =3 X , Tarea A parallelamente alfasse 
dirigente OD: OP rappresenterà in profilo sul piag- 
no X la proiezione di A, e si avrà OP^s A^. 
Da O si conduca il piano Od perpendicolare alfas* 
se dirigente OD , e però alla superficie cilindrica 
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proiettante MP prolungata se occorre: infine Op de- 
signi in profilo la proiezione ortogonale che il pia* 
no Od riceve sia dall'area OM ^^Aj sia dalFarea 

OP = A^. Si avrà pel teorema precedenta 

Op = OP cosVOp = OM cosMOp 

ma cosPOp -= senPOT) •= sewdlL , 

cosTAOp — senWJD ^=a servdk : 

dunque sostituendo 

AxsewdX ^= Asen^dAj e però Ay=A ?==-• 

^^ * *■ sen'dX. 

Quest^ultima eguaglianza dimostra che le aree 
parallele sono proporzionali alle loro proiezioni 
omologhe. 

e) Essendo 

d. .sen*dk .corda ^ sew^a i> 

Av=A -pfr —A* [^ ■= A — — Aari 

^ sen*dX cos'ax sen'T^x 

d. ^A 

ossia A^ = A« ; 

perciò per ridurre la proiezione delle aree a quel- 
la delle rette ^ basta rappresentare le aree con pro^ 
porzionali segmenti de^proprii assi^ e poscia sumh 
gare ai piani i loro assi e s^iceversa. 

Jrea risultante e sue proprietà. 

24. Area risultante di più aree date divergen- 
ti da un centro, è Tarea la cui proiezione sopra uà 
piano mutabile a piacimento ( essendo qualunque 
Tasse dirigente), è sempre uguale alla somma delle 
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otnologlid proiezioni delle afée date^ le quali si di-- 
ranno aree componenti della prima. È palese che, 
trattandosi di proiezioni, si può surrogare Tarea ri^ 
sultante alle componenti, e viceversaé 

a ) OrobL Date pia aree A , B , G , # . « , tro* 
smrne Parea risultante. 

Soluz. Dal centro donde divergono le aree da^ 
te, eleyati sulle medesime ì relativi assi omologhi 
a , & ^ e • • • • , prendiamovi sopra segmenti rispet* 
ttvamente uguali ad A , B , C • • « • ( §• 3 )s la risul-» 
tante R di questi segmenti rappresenterà la gran-* 
dezza e Tasse delTarea risultante* Infatti prolettia^ 
mo sopra un asse qualunque x ì segmenti R , A , B, 
G , • • I essendo D il piano dirigente! si avrà 

I^. = ( A -h B -h G -f- ec. > ; 

donde , surrogando agli assi i piani e vicerersa , 
si trae 

^Rx ==i''(A-hBH^C-4.ecOxt 



Or questa formula espriipe che sul piano X la pro- 
iezione delFarea R , esseildo d Tasse dirigente , è 
uguale alla somma delle omologhe proiezioni delle 
aree date A 9 B , G , ec* 

b ) L'area risultante gode quindi le stesse pro- 
prietà, che la retta da noi chiamata risultante. 
Dunque 

i.^ Un àrea moltiplicata per la proiezione che 
rice\fe da urìaltra^ è uguale alla somma delle aree 
componenti delCuna , moltiplicate rispettis^amente 
per la proiezione che rices^on dall'altra. 

2.^ // quadrato dell'area risultante è uguale 
alla somma dé'quadrati delle aree componenti , più 
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due volte la somma delle medesime moltiplicate a 
due a due e pel coseno delVangolo che comprendono^ 
C ) Le aree date siano due A 9 B , ed R la loro 
risultante: è facile a vedeire che i piani di A 9 B , R| 
9' intersecheranno tutti e tre secondo una t||edesima 
linea. Inoltre ciascuna delle aree componenti A 9 B^ 
sarà uguale alla proiezione che sopra il suo piano 
riceve da R, essendo asse dirigente una retta qua^ 
lunque situata nel piano delV altra componente. In-^ 
fatti proiettiamo sul piano dt A le aree A 9 B , R 1 
prendendo per asse dirigente una retta d situata nel 
piano di 3 * si avrà per la definizione 

"^Ra -= ^(A ^ B)a : 

Ora è palese, che la proiezione di A s^jpra se mede* 
simai è uguale ad A , e che la proiezione di B« fatta 
parallelamente alleasse é/ situato nel piano di B, sva- 

d d 

nisce in una linea; cioè A4 "= A» Ba :=« os dunque 

^Ra = A. 

^) Le aree date siano tre A, B, G^ ed R la loro 
risultante. Ciascuna delle aree componenti A , B , G 
sarà uguale alla proiezione ci te sopra il suo piano 
riceve da R , essendo asse dirigente la intersezione 
de^piani delle altre due componenti. Infatti proiet- 
tiamo sul piano di A le aree R, A, B, G, prenden- 
do per asse dirigente la intersezione d de^piani di B, 
e di C; si avrà 

^Ba -''(A + B -i-C)a; ma '^Aa=A,'^Ba=o/Ga=o: 
dunque Ra — A. 
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I Quindi data u^.area^ se ns avratmo le ar^e 

\ con^H)nenti rispettìmmente parallele a tre piani ^ 
proiettando Varea data su ciascuno destre piani f w-» 
I sendo asse dirigente la intersezione degli altri due 
{ piani* 

Nota. Il piano ckiamato invariabile dairautore 
\ della meccanica celeste, non è altro "che il piano del« 
( Tarea risultante. 

» 

e ) Teor. Se parallelamente agli assi delle fac* 
ce inteme di un polwdro tiriamo da un punto altret^ 
i tante rette nella stessa direzione^ ed eguali rispetti-^ 
vamente alle facce del poliedro^ la risultante di tali 
rette sarà zero^ e però una qualUnqìie di esse \ sti^ 
mata in senso contrario^ sarà la risult(mte delle 
altre* 

Dim. Se le proiezioni sopra un piano 9Ì ri- 
guardano come positive o negative, secondochè le 
rette proiettanti partano dalle facce interne od e>» 
sterne del poliedro ; si rileverà facilmente , che 
la somma delle proiezioni della prima specie , è 
uguale alla somma delle altre proiezioni, e però 
eguale a zero la somma di tutte* Inoltre si vede', che 
le facce interne del poliedro che danno la prima 
specie di proiezìònii debbono fare col piano angoli 
acuti; ed angoli ottusi, le facce interne rimanenti* 
Ciò posto, se alle facce interne sostituiamo eguali 
segmenti decloro assi, si dovrà verificare di (juesti 
proiettati sopra una retta, ciò che abbiamo verifi-* 
cato di (juelle proiettate sopra un piano (§• 23 e). 
Così i poliedri hanno, rispetto alle proiezioni , 
le stesse proprietà che i polìgoni. Si noti che gli an^ 
goli che fanno tra loro le facce interne^ sono sup^ 
plementarii agli angoli decloro assi; come gli angoli 
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in temi di Un poligono sono supplementatU agli an* 
goti che fanno i suoi lati^ riportati ad un punto 
( $• 49. nou )• 



jéree chiamate momenti^ 
proprietà del momento della risultante 4 



25« Momento di una retta è il prodotto della 
retta per la sua distanza da un punto supposto fissot 
la distanza tra si&tto punto e la retta, si dice brac- 
cio della retta; ed il punto fisso, centro dé'bracci o 
de* momenti. Il braccio di una retta può essere orto* 
gònale alia retta, od obliquo t quando altro non si 
aggiunga, si supporrà ortogonale. L'angolo obliquo 
onde una retta declina dal suo braccio, si dirà ohli'^ 
quità del braccio. 

a) Il momento di una retta con braccio or- 
togonale è, per la definizione , urCarea doppia del 
triangolo awnte per base la retta^ e per vertice il 
centro de bracci* 

b) Se una retta VA == £t ( figé 5.) declina dal suo 
braccio ìàa, -^ a, coirangolo Ma^À == ai , condotta 
ìAn perpendicolare a VA , si trarrà dal triaiigo* 
lo ÌAajn , 

M/) t= ajsen^ : 

cioè, moltiplicando il braccio obliquo pel seno di 
obliquità^ si ottiene il braccio ortogonale* Inoltre il 
triangolo VMA sarà = ^ oa^ seniB^ ; cioè il triango- 
lo avente per base una retta di braccio obliquo , e 
per {vertice il centro de^bracci , è uguale al semipro- 
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dotto del momento (aa) pei seno di obliquità. QvAn- 
di, chiamati omologhi i momenti ne' quali i bracci 
declinano dalle proprie rette con eguale angolo, pò-* 
tremo stabilire, che i momenti omologhi di più rette 
sono aree proporzionali ai triangoli assenti per base 
le rette^ e per vertice il centro dé*bracci. 

È manifesto potersi sempre supporre un mo- 
mento eguale ad un*area data: quindi la teorica del- 
le proiea^ioni delle aree può ridursi alla teorica del- 
le proiezioni de*momenti. 

G ) Affine di fissare con chiarezza il segno (=i=) 
de*momenti, noi supporremo: 

i.^ Che ciascuna retta tenda a muoversi nel 
senso della propria direzione, e per conseguente a 
far rotare il proprio braccio ed il proprio momen- 
to intorno al centro de^bracci; 

2«^ Che nel centro de'bracci sMnnalzi positivo 
e negativo Vasse di ciascun momento^ cioè V ^sse 
di ogni piano determinato da una retta e dal suo 
braccio; 

Z^ Che un momento sia positisfo o negativo^ 
secondochè tende a rotare dalla destra alla sinistra 
dell'asse positivo o negativo. 

d ) Teor. In un piano il momento della risul* 
tante di pia rette è uguale alla somma de^momenti 
omologhi delle medesime. 

Dim» Nel piano supposto (fig. &) siano 

Va = a, Vfc = 6, Ve =? e, ec. 

pili rette divergenti dal punto V ; Vr^=r sia la 
loro risultante, ed M il centro de'bracci. Per V e 
per M conduciamo VM = D: presa la retta D per 
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asse dirigente, proiettiamo /", tf, b^ c^ ec. Mpra- nn 
asse (x) perpendicolare a D« Poiché ia questa ipo- 
tesi (*) sen'xDi==i i , si avrk 

(1 ) rsen'rD = asetvdD -f« bsen^hD-^csen'cD -f- ec. 



Ciò posto, i bracci che dal centro M vanno orto- 
gonali alle rette r^ a^ &, C| eCf siano 

Mr, = r, Ma =a f Mb ssab ^ Mc=2Cf ce; 

i triangoli rettangoli MVr^, MV^,, MV^.f MVc,, ecr 
daranno 

sewrD = ^ , sen^àD -^ =^ , servbD = ^ , ce* 

Sostituendo i valori di questi seni neirequazion pre* 
cedente, e moltiplicando per D, risulta 

(2) rr, ^=^aa^-^ bb^ -f- cc^ -f- ec* 



{*) Nota. Angola è la superficie piana generata da an raggio 
indefinito rotante intorno ad un punto^ Quindi un angolo ae ge- 
nerato da un raggio moventesi in un senso^ si riguarda come po^ 
sitivo; generato da un raggio moventesi in senso contrario , do- 
vrà riguardarsi come negativo. Noi converremo di riguardare gli 
angoli come positivi o negativi^ secondoché il moto rotatorio che 
li ha generati, ai suppone fatto dalla destra alla sinistra, o dal- 
la sinistra alla destra. Inoltre nelPindicarli col simbolo 'pqy con- 
verremo che il raggio generatore si muova passando dalla posi- 
zione indicata dalla prima lettera^ alla posizione indicata dalla 
seconda. In virtù di questa convenzione si avrà 

__ ^ seu'Ua sewàù 

senua = — sen-au , e r-- = =r. 

sen^Dx sen'xu 
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Supposte positive le rette D, r, a, b^ c^ ec, lo 
«tato positivo o negativo de*moiDenti rr^^ aa^^ bb,^ cc^y 
ec. dipende dallo stato positivo o negativo de^brac- 
ci, e però de^seni sen*rD^ sewàDf ec. Or questi* seni, 
ove gli angoli si contino positivi girando dalla de« 
stra alla sinistra* riescono solamente positivi per 
le rette situate alla destra di YM* cioè per le ret^ 
te che tendono a far rotare i proprii momenti dalla 
destra alla sinistra* Così nelF ultima formula (2), 
Tespressione algebrica de^ momenti è in pieno ac- 
cordo col loro stato positivo o negativo giusta la 
convenzion fondamentale; ed il proposto teorema è 
completamente dimostrato» • 

Tale teorema si può anche enunciare ( come in 
meccanica) così? in un piano il momento della risid^ 
'tante h ugnale alF eccesso de* momenti che tendono 
a rotare nel medesimo senso^ sopra i momenti che 
tendono a rotare in senso contrario* 

e ) Risulta poi da questo teorema, che in un 
piano j immaginati i triangoli assenti per vertice il 
centro dé^bracci^ e per base la risultante e ciascuna 
delle componenti ; // triangolo della risultante è 
uguale alla somma de" triangoli delle componenti 
(§• 6) ( avuto per altro il debito riguardo ai segni 
giusta la convenzion fondamentale )• 

/ ) Teor. // momento della risultante di più ret* 
te dispergenti da un punto^ coincide col momento ri- 
sultante de^ momenti omologhi delle medesime rette. 

Dim. Immaginati i triangoli aventi per vertice 
il centro qualsi vuole de'bracci* e per base la risul- 
tante e ciascuna componentCì tutto riducesi a prova- 
re che il triangolo della risultante proiettato sopra 
un piano qualunque, diventa eguale alla somma de* 
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triangoli delle componenti omologamente proiet- 
tati (§• 24). Ora tutti questi triangoli proiettati 
nel piano, hanno per vertice comune la proiezio* 
ne del centro de^bracci, e per base la proiezione 
della risultante e di ciascuna componenle. Quin- 
di il primo di tali triangoli ( in forza del §• 21, 
e del teor« prec. ) è uguale alla somma degli altri. 

D. Gbkuri dellb Scwls Pii 
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SAGGIO DI GEOHETBU ANAUTIGA . f 
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mATTAtA coti ìfvoirù 
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1 presente saggio riposa ìnleramaDle sui princi- 
>ii da me stabiliti nelle proiezioni , i quali stan- 
IO a quelli di cui si fii Uso eomttneuieale , come 
1 genere alla specie; e^ non debfooita cèrto portare 
ilcuna oscurità nella scienza, ma bensì nuovo lu* 
ne, presentando ad ogni passo immagini sensibili e 
orme geometriche ne*simboli astratti delFalgèbra. 
\ì vedono le diverse parti della geoineirta» così a 
lue come a tre coordinate, dispersi quasi ^dà se me- 
lesime in ordine perfettamente simmetrico intor- 
IO ad un centro unico, costituito dalle belle 
)rietk della risultante. 

» 

Spero poi che ni uno mi saprà wni grada ddb- « 
*aver io contìnuo riguaìrdo/almbto; onideiAr.gien^ 
*a Testénsione; poiché instai. guisa v«hgO<a togli») 
*e ogni ambiguità relativa lai; segni', 6 a metlerriiflf 
ntimo contatto la géolrietria^coUatt!m6ccànicr, la 
|uale, come riflette egr^anenie'^LBcpoIXf è la 
copo principale dello fttudio ddUé^matemaitiab^. 

1 PRIMA . PAItTEi 
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GBOlIEMlA A nini COORDIllAtE«{ 



La geometria a due coordinate insegna a rap*, 
iresentare simbolicamente 1^ pcKiiziono* de*pànti e 
1 corso delle' linee sul piano, on4e con piìi faci* 

1 
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litk scoprirne i rapporti. La dividero in due capi: 
nel i.^' tratleirò dèlie dooi^mate,' dèlia retta e del- 
le linee algebriche in generale; nel 2.^ delle linee 
di secondW^ine e* cWUe^4:l|f ye ..simili. 

CAPQ PRIUfO. 

, Scopa. ^.mOwn deile coordinate*. 

} •; MI,- '. , • 

... afilla liìieak intfirs^*Ì9nii difitantut irq due punti 
. 4Bd e^ua^iofte g^fiwah del circolo. 
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.' : <2^ Impunti ^arsl ia lui: pianò si riportano 
ordinatamente a(i uh inedesiino iMMitro mediante le 

.*>^ Jtett, «m- punto (jfigi 7 )', ;6$safo. ad arbitrio 
nelrpìahov sii odnvieaidi di condurre sotto una incli- 
nazione qualunque due rette. indefinite xx^ JX\ ^^ 
e^sà^\i^\À?.^kama^si com^ , e si i designano ri- 
spetdvàxnflbite edile ^ Io tteré;(a;)) ^y\ chiuse alFuopo 
tfiai parentesi* t. il cpriim>Hli questi assi si suole sup- 
pòrfe>fìrifltanto/0^ Il punto fiabo. O, da/duis.portono 
gli assiy sircdiìama.dr%i>i<?;ii&ig:y/<^ji/ved ivi ogni as- 
se si ^\\\^m!Làìs0i^iXwfLO^;^pos 

assi, sono su questi i lati del parallelogrammo aven- 
te per diagonale làlit¥tta Ichurùnisde il punto coUV 
rigine degli assi : esse, siccome segmenti degli assi 
(or), (jr)^ sltdesìgnaBio mpettiiaaniente colle lettere 
Xj^-, ed hanno un valore positis^o o negati\^o^ sc- 
eondochè st^òntano &ovr*assì. positivi o.negìatiVi. 
^ ^'Jshìtó im.puni^'^^l pén trainarne le ùfHìrdmate^ 
basta «:of (l0rrei|>eir* e^aso>;d^e! vette f^r^Ud^ ^l assi 
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(x)^, (7);- verrà c<is\ ;a ;c)tiiu40wi uo, papaljelpgtfaip 
mo, i cui lati diretti luqfa- ^U^ ^ssi» «9rw;>M> le cpar-, 

Yioever$li: date due ctìordfMtfe Xf^'jr^ per./rp- 
s^are il punto cui esse appartengono^ i;ia6ta;co^truire. 
sulle tnedeaiine ( presevper lati.) un parallelogram^ 
mo: il yerticet che quivi resta opposto all^ origine, 
sarà il punto cercato.. (È in quegli ;g4jii$a cli<e nelle, 
carte geografiche si trova il luogo, .di cui si poiiosce 
la longitudine e la latitudine. ) Oppure .sì prenda, 
suirasse (or) a partire dalla origine Q,, un segmen- 
to OP ;?& or; e dalTe^tremo P< di x parailejamente 
alFs^^se (y), sigaidi. PM =3/: Testremo M di^ cojin-. 
cidera. manifestamente col punto determinati! a^Ua 
guisa puecodeate^e però sarà il punto richiesto. ^ , 

Io. questo secondo metodo di risolvere il piro^ 
brema, la coordinata / = MP, si chiama otdi^uxtax 
mentre' U* corrispoftdente coordinata ;r= QP, si 
dice OMJfifa, es$^ndo;parie tagliata i>^ absciss0 suìV 
asse (o^XDa quii'asse (:Jf)i9Ì chiama asse delie ascis- 
se, 'ésV^MS^'dir), asse del/e .ordinaten . . 

, iV(|^(fi« Gi2)va, r^nd^rsi IkmUiare la considerazio- 
ne dell? 'po^^rdinate^ 4ii.up punto ^ sotto gli aspetti 
seguenti* %^ QOQrdìm^t^ di nn p^n4o, sono, nel Sieor 
so degli assi le componenti dell|i retta che va dalla 
orìgine al piinto. *• La coo^^diqata di un spunto re*, 
lativa ad un ^isse, è la s^a di^Un^ dall'altro asse, 
stiniJita parallelamente al pr^imo. ass^;. ovvero, è U 
proj^ionQ che riceye^ que^o asse (essendo r altro 
dirigente) dalla retta, che va daiUa origine al pun- 
to; oppure,, è sopra tale asdeja distanza, tra Pori- 
giuQ ^ la proiezìpne dol pujr^to, essendo dirigente 
Taltro Mse^Y i^'^dtjifc^i di.pn puiiU> èfli^ retta che 
proieittax4in..puaU>r4a|MriifUja .^sse^ ^e^$endQ.4irjg$ate 
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Tal Irò asse; mentre Yàsclssà hìa distanta tra ti pie» 
de deli'ordfàata é rori|;itoe. 

b) Fatte queste convenzioni, è facile il rappre- 
tentare iimboìtcàineate la posizione de^ punti e il 
corso delle itnee su) pianò. 

Dato un putito, deterqninato dalle coordinate 
^9^t si rappresenterà cosìi punto {Xf jr)\ o anche 
più semplieemente, punto ocy. 

Ddta una linea piana, riportando ogni punto 
del suQ corso a due assi coordinati (or), {j\ e ma* 
nifesto che la determinazione deli* ascissa x nella 
figura, trae seeo necessariamente la determinazione 
deir ordinata y^ e viceversa; e però che ciascuna 
delle due coordinate è funzione deir altra % cioè 
y^a?,;y)=»Oé Così le coordinale jr, ^, per rappre- 
sentare il corso di una lima, debbono vineolarsi 
con un^equazione. 

Viceversa, ogùi equazióne f{x^ y) tae o,> fra due 
coordinate x^ y^ rappresentet^ simbolicamente il 
corso di una linèa^ Infeitti per- ogni ^ valore di x% 
Tequazione fornirà il valore corriìspòndente - di /, 

e per conseguente manifeàterknéllfa' figura' W linea 
descritta dal pimtò xy. In genera le og^ti lìnea piet» 
Ha pub ' considerarsi come il tétògo g&òmetrioo di 
un'equazione f(x, jr) = e, la tfuàle per ogni 'valo^ 
re di X fornisca il cotrispondente dì y% ^ s^ices^ersa* 

Ogni equazione, che rappresenti il corso di una 
linea,' si dice etfuaziòri della linealo alla lineai ed 
una^ linea si desila per n^eziEO della sua equazio^ 
pe, per es'. linea» /^jp,j*) «obù< '•• 

e) Due equazióni f{x^jr) «=» ^rf\^iy) ^*™ **» ^^^ 
aistenti fra due incognite o coordinate x% X% rap- 
presentano le intersezióni della' KnÀ-y^jr, j^) -bb o, 
cella iin^a f(^^^) p» ò. Quiikdsi la 'risoluzione di duf 
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eqttiU&iotii a <Ifl6 ìticogniterf & trovare i. punti co« 
mani alle linee rappresentate dalle due equazioni. 
Vicetftfsai le edordìnate delle 'ìntersefeiioni di due 
lìnee, dai^no 1< radici dell' equazioni rappresentanti 
le due linee. La óosttuliotiè géontetricd déltequa-^ 
^/oTtrcòiìéi^t^hèl determiriarne le radici ber mezaio 
della intc^sìézibne 'delle linee ràppireséutaie daire-- 

quazioni* 

^ì'iTnèi rètta flt òhe dofniuci dal purftò \apy, è 
ternlini irburito à^)^,^ì designerà Cosb rètta orV-x^. 
Essa nel àénsò degli aàè'i àyrk per componehti x — x\ 
y-^y* InifierdccKè se sopita la uiédesima, prèsa per 
diagonale, ^jl costruisce uh pat^ariélógràtumo con lati 
parallèli' agli assi (oè)\ {y)i questi lati saranno (cod- 
ine si vede ckiaraniién tè ihi'maginandò 'la figura ) 
^^^'^^iy-r^.* Per conseguenza sì avrì^ (§. 20. /) 

ed 

rt» Sia {x.^aff -♦'Cr--^')% nel, pasO; àt^ s^ or- 
togonali. , _ '.<,;•...; .-.. i . ■. . ;, 

SanpoBÌamo adesso che Ja ,)R^t^ , <f .cos^pt^ f^l(i 
intorno airestremo xy reso.,6ssot ra|t;ro e^treqip.^ 
desdriverk una circonferenza. Quindi le .due. prec^ 
flenti fiono Tequazioni pi^ generali dellfi circopf|S«^ 
renza del ragghio, a. e cpi^tro f?^' : la. prilla, per, gli 
assi obliquangoli, e la 8eqon4A'.per gli as^i ,Qr^g9- 
nali« 

Dunque, perchè un'equazione di secondo grado 

Air ^ -4* By -i^ 2Gay V-»^ D «* ov 

rappre^sènti un. citrcoloi nel/quale il ceutrq aia l^prin 
gine delle coiordiiiate^ doYfa accodarsi coiréqùa'» 






58 

« .J)er6 sommiiiistràre A;«=B, .-* ^f» a*^ !r.r?n cos'aj, 

27. NeVaziocinii, onde si viticoI$ino insieme le 
quantità estese, si SQgliopQ queste supporf;e nel lo- 
rp. stato positivo. Le fornìule ottenute in questa ipo- 
tesi, sussisteranno ' non solamente nel caso che le 
«quantità ^yani'scano (§.5 ?% ma pel caso eziandio 
che passino. aUo jstato negativQ. Infatti, jjl raziocinio 
che stabilirebbe le. formuh in quest'ultima, ipotesi, 
è chiaro che (avuto il debito riguardo ai: segni ) 
coinciderebbe col? raziocinio che le ha stabilite nel- 
la prima ipotesi. Gpsi quéste formule j^ssisteranno 
in qualunque stato siano le quantità^. 



» » 
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Rapporti fra le componenti^ proiezioni ed àngoli 

delle rette. 

^28^, ÉSairorìgine O (fig. T) e dalla parte interna 
degli assi coordinati Ox, Ojr^ eleviamo perpendico- 
\ktì ài medesimi due iiùovi' assi 0;^ìVOjci^ Tangolo 
che OoTi fa coti' 03?, e O/i' con Gy, sarà comple- 
menta alfaingolò xtXy degli assi toordìhatì, e per 
conseguente Tangolò^ri OiT*! de' nuovi assi sarà 
x^p;^/ei72é/zto àlfaiigolo à:'(yy de'prìtói assi: qaindi 
I nuo^iassi si 'diranno sàpplemeritarìi de" primi (*). 

1 P I H I H I I» | > " | J I - t ■ I l II I fu I | l II f , U fi 1 ^ .. I .,■■ -J l»»!! I . , > l».^ I H 

(^] Zntr^ucb qui gli assi. supjJemen^rii p^riDcìpalmente 
per cooservare una corrispondenza simmetrica colla geometria a 
tré coordinate, òye Vxkso di tali' assi, apportando molta evidenza 
€ facàlità, è dina Wntaggia mcebtncitainlè. idrico piai supple* 
Ttentarii degli assi coordinati, perchè nella geometria a tre co- 
ordinate determinano un triangolo sferico sopplementarìo di 
quello determinato dagli assi coordinati. 



a) Le proiezioni h^ M Muttxt retta f^fophjùdàk 
assi coordinati {od), i^f\.siHtopropàrwin(di:afle sue 
componenti l\^ mi parallele agH qssi mppiementarii 
(•^i)» (^t); e^ la ragione deUe prime alle seconde è 
uguale al seno degli assi coordinàtiz s^ale a di^e 

yr,, 1^ M sen-xjr 

\li; • •' • • • 
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Il mi i 

Pr^etjtUm^. r, h^ mi mlysMfi, l^a^, aark 

.'•.. I#. r» r^ ^ (/i -^f: miV. -, i ^'i«[ ^i 
Ora, essepdo Ta^se (jn) perp^ndtqf lare ad (x), si ha 
(mi> =;=5 p, e però L=(/i)x7^/jC9^^».ar = l^^wxr^ 
Da qui, e da|^.princ^pia.di aiinnieltr'^^^ 
porzÌQnaliff^ (H). . : , 

Corollarii* Ciò postp, 
V ^^^5e, nella %wlji, ( S- 2^//) . . 

omogenea ' rispettò àrie q^htitìk t, /i, r^i, sdstftuiii^- 
tno a <][i]e£(té t^uàntita' It rispettfvàméhte proporzid-^ 

naif sewxjr^ L, M ('§.' 6 )f ^ é ^ doìr*^ a càr±i^ii 

avremo •*'■*''• ■ "• '.* •*» /•. . - "-v » 

fsen^ocy ==s L* -f- M* — 2LM co^*j?r; 

€/a//a ^i^e ji dedurrà il wdor di una retta, date 
che ne siano le proiezióni sugN assi coordinata Ed 
è a nola^rai che r rappresenta il raggio d)et' ' cfrcoto 
circoscritto al triangolo ( 2L, *xj; 2M); essenVlach^ 
il centro di siffatto circolò, proiettato ortogonalmen- 
te su ciascuno desiati 2L, 2M,. debbe ca^ki^vi' «ifei 
mezzo* t- .^ ' \ ■ .' • V 

2^ Siano/, m le.comppiiei^i dejla-Fettac r-^ft 
senso degli assi coordip^iti i i999Pk (S«.20) . 
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Sostituendo a f, /i» mi , le quantità rispettivamente 
proporzionali sen'x/^f JL, 1^ 4ypenio 

heitt'xj =*^'L — ÌAcos*x/. 

* ' - Sà' avverta! che V iti Tirtll del ptihcipié che la 
proiezione della risultante è uguale alla somma del- 
le proiezioni omologhe dèlie eompohenti, si ha 

' ' ' ^ Da queste due uhitrie formale si deducono per 
simmetria ie componenti di una retta nhl sènso de» 
gli assiy date che is^i ne siano le pf eiezióni^ e s^ice»- 
wrsa. '' ■'•'"■ -'"^-^ 

b) Si noti che ' ( essendo ' L =a rcórxr , ^ M =» 
rcorrjr ) le; proiei^ÌMiì L, M, nel casa di r'=a 1 , di- 
:¥enfaf)LQ i coseni djegli anjgoli .che f;ùi cogli ajsi (x), 
(^); e diventano le eomponènti dj r h.ei caso degli 
assi ortogonali. In, ques,toea^o sarà 

/ =s rcoyxr^ m =s^ rcosrjr = rsen'xr; 

e però ^ = tang*xr^ e (facendo /=<) m ^=èang*xr^ 

. j?) TroMur FangUìlo di due rette r^ r , if< coi n^/ 
senso degli assi {x)j (y)^ sono date ^ le componenti 
t^ m; /, y !»■• 

Soluz. Proiettiamo r sulle rotte r, l\m't aTre^ 

r'rcorrr =: trcorxr -f- m'rcosTjr. . 

Ala* rcos'àcr^^^ t ^-^ mcorx/^ róosrjr =3 m •4- Icor^xf 
( §. 20 ); dunque, sosfiCuendo» 

(I; r/iios'ìT «?= //' -♦- mW r+- (/ni* *4- ^'m^ corscjr. 



j/"(i /^ cos^'tr )i si può rinvenire n^I moda segiien^ 
te, chehajl vantaggio di offrire un'iaimagÌBegeo^ 
inetri<:a del risjiiltato|: e di ^fissarne il segnò con pre^ 
cisione. 

Poiché^ qualunque sisf la posizione. di dui^ ret- 
te r, r\ si sa dalia .geometria che il loro angolo h 
uffuale airans^olo di 4.ue altre rette condotte da un 
punto parallelamente alle prime e nel medesimo 
senso; supponiamo che le rette r, r ptirtano dalla 
origine O degli assi (^), (7) : le coordinate della 
estremità di r saranno /, m; ed tfìn le coordinate 
della estremi tk dir'. 

Fermo ciò, il punto fm' éi riguardi còme cen^ 
tro'di tnómenti'èon braccio ortogonale. It'momentdi 
di r swài dtippfo dèi frangole (r, «rr , r) [^;125 a2\ 
e però s=s^frW/rrr ; . e i móm^iti delle conìpdneìiti 
i^ m di ^fr^ sai»itào.]?ispettivamente ( §. ^35; «^43^ ) 

Imsewxori -^ tihien'àcj,- '■ '^ > 

Dunque (S-SM) • 

(2) rr'sewrr s^ ( /m ,— fi» ) sew^y. 



(3) ^r'^ -^^'^ ^,- ,( ^^.^ f^ y ^^.^' 
formula che fornisce il rapporto «-^rr i cognita elio 



.•.' 



i . ' 



sìa il rapporto ^i^* e la declitiàzioiie di t^ da K 



.♦ j.' 



d) Se delle rette r^ r^ sono date le proieziùm 
(L, M)^.(l4', MO sugU assi coordinati (^)#.(j^)9 peir 
determinarne rangola W^ basterà supporre ìielte 
formule (<)f (2), (3), che le ( /, m), (/, 1»') rapprc** 
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seti tino le cotnpotienti ài r^ r\ {mnllele dgti ^sA 
snpplemenlariif e poi surrogare a (1, /, m), (1, t^) 
le quantità rispettivamente proporzionali 

otterremo 

(1 )' rrVn''je^co*vr e=aLL'-4-MlVf — (LM'-+-L'lM)cojwiy, 

(2/ rr'ie» -j^rféirrT =LM'— L'M, ' 

e) Proiettiamo r sulle rette r', T, m'; le corri- 
spoodenti proiezioni *aranno~ rcoyrr\ L* M; e À 
avrk(S.20.e) " 

(1)" rrcos-n'^rh'^myi. 

Inoltre nella (2/ sostituiamo JL^=il^ìficos^ao^<^ 

51 = /» -+- Icos'oor : avremo . . , 

(2)'' rrUi?n*a;xsenTr=^ /M'^— mL'— (/L'-rmMOcorwcr- 
Le formule. (1)% (2/ risolvono il eseguente problema: 
date nel senso degli assi (jc\ {jr)h componenti di 
una\retta^ è le proieziord di uniJiFa.retta^ determi* 
nar f angolo delle due ì^tte* , ^ 

/) Noi sappiamo che le rette parallele sono 
proporzionali alle loro proiezioni e componenti fimo* 
leghe ( §. 17 ò ). Viceversa ^ due rette r, / saranno 
parallele, se le componenti /, m dell'una secondo 
due assi, stano^ proporaùonali alle componenti omo* 
leghe deiraltra. Infatti^ sussistendo la proporzione 
li m ti ti m% la (2) somministra sen^rr = o, D'al- 
trénde immaginane^ la figura riesce chiaro, che la 
direzione di r, r è fissata invariabilmente dalle lo- 
ro componenti; e che non si può alterare il paralle- 
lismo di r^r^ senza turbare la proporzione limv,fzm\ 
Dunque, sussistendo questa proporzione , è forza 
che siissista pure il parallelismo di r, r. In virtù di 
tale discorso possiamo stabilire in generale, che due 
rette saranno parallele ^ se te proiezioni deìV una 



onrnlqghe \deiraitra. . - , i 

Per tap tOf aupponendo le r, r pamUìde^ avfead 
r< t ni U Mi 
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!• ■ 1 

•' . . { \ \ ' 

la quale proporzionalità ( a causa (Sè^teòremi t ; 
Iser^'àcy ^ L ^— Mcorjy , L =ssi 4- mcos^xf). «^ 
sume la forma 



g) Supponiamo le due rette r, rpèrpendico* 
lari tra Iwoe |à (1)^ dark a etc i'I^ -^ m M^ e quindi 



*} '• " ■■ ■ "TTr* '■ . " li II «n* . j 



Ciò posto^ le M»*— »L «^i potranno riguardare cófiM 
le componenti di una retta parallela ad rV ed sa 
rservxyi quindi» per la proporzionalità delle rettq 
parallele c<^è loro proiezioni omologhe^ si arra piire 

.' y . ■' : ■ .11 ■■' ' . w ■ : 

■I '1 ^^** ^**^' ■ I * ■ — t - -l 

rsewxy M— Lco^*^ -^ (E"— Mco^-àvr 

iVbtó 1. Le projpòrzjoni /) é*g-) risolyono il se- 
guente problema: date le proiezioni L, M, o le com- 
poiienti /, m di una rettai determinare le i^motogfcè^ 
protezioni o compon^iti dì uq^alftra inetta ^ai^évi^i^^ 
colare o pwt^lela alla prima. '\ A * • '=i' 

Nota 2» Le formule (2), (2/ somnmiiatràiio IV 
rea T di un triangolo di cui siano date nel senso de- 



\ 
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gii assi (/r), ^) le eompoimnti o le psiif ttiAnf di éae 
de^suoi lati r,r. Supponiamo che i bli r, V parta^ 
no dal pufato «/Se Tadano 'rispettayamente ai punti 

a^, d^'t swa / = « — ccrm =^ P' — p; Z' c= «'—a, 
in'=j3'' -^ /Si c quiadi \ 

calore Hi un iriansola di cui sano dc(ti i veriicié 



I I i ■ > • ' 



Equazione detta retta net piano. 

L*equazioiie della retta nel plano ptfcn pte^erh 
tarsi sotto due forme, ciascuna delle quali avendo 
delle proprietà particolari, merita^dt essere consi-* 
denta a parte* 

m Sqmziàrt9 Jetta retta, è iuè pf(fpHéiàé '■ 

29. Ti^yar Tequazione di una retta riportata 
a due assi coordinati (or),, {x)*' 

Sotuz. Consideriamo sulU retta un segmjsnto s^ 
che cominci dal punto a/3, e termini al punto va- 
riabile a^ i le componenti di v rispetti vatncfn te pa-< 
rallele agli assi -■ (de) i '{jr)^ Saranno x -*-« , y — ^ 
($.26 e)* Per un punftQ quaturtqtfe del piSì)^ tiriamo 
parallela a 4^ una linea r^, le tai eomponeirtl pa-* 
rallele agli i|ssi (<r)i {y ), siano /,'i7V. Poiché le r^tte 
parallele sono proporzionali alle loro componeatt 
omologhci si avrà 

(A), .i.- ^ 



'.,'; 'J» 



f 
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QAesta eqoÉKtone appartiene soltanto alla retta cofU-* 
d<tftta pel, punto «^. parallelaoiefite alla rifsultante 
delle linee /, m^ cioè ad una retta upica* 

a) Esaimniamo le niodificaaioni che possono 



0$ 

darti aU« quantitàt ^^ fi^^jn^ seoft^alterare la natura 
e la generalità deirequazione (A) della retta. 

i.^ ocy fi sono le coordinate di un punto preso 
ad arbitrio sulla rettas questo punto si può dunque 
prendere neirrneòttlrò delia retta con uno degli assi 
( incontro cfc'esìste sempre, non potendo là retta es* 
ser parallèla* simultaneamente ai dàe assi )• In que» 
sta ipotesi sa^a zero la coordinata parallela air altro 
asae*' co8\ se tale indéntro è neirasse (^)i sat^à a =±: o; 
se neiràSsé (±), sarà /^ =^ o. Pelotari to senza deroga* 
re alla ^géneràliià detr equazione (A), noi possiamo 
supporre -'^ Pi ima deiy due quantità «/fi. 

Se la ret^a passa per rodigine, prendendo qui- 
vi il punto k/3/ sarà ò ==s a =/3. Dunque Tequàzio^- 
ne generale di ogni retta che passa. p^rrorìgine, è. 

/ m 

2.^ /i I» sono nel senso degli as$i (4^), (^ )» le 
componenti della retta r, alla quale d^eWesser pa-n 
rallela la retta p rappres^ajtata dali* equazione (A) t 
quindi il rapporto tra l^jn^^ serve a fissar la dire^ 
zione della retta y. Riesce poi manifesto^ immagi- 
nando la figura, che senza cangiare là posizione di r^ 
una delle tre quantità r, /, m^ si può fissare ad ar- 
bitrio, e farla =:t= 1, e che poscia. con essa resta. Ale- 
sata ciascuna delle altre due. Si avverta dkp tra 
r, /, /», e gli angoli 'xy^ *xr^ •ìjTy coesistono le for- 
mule . • , 

senyr sen^xr 
/ :fea r — =^, m « r -, -^ = 'ot -t" •ry, 

sejvj^ . /. sewxjr 

donde 



II» ^?^.*' ss» r 



senrj(^ j- *eiFV ♦* sen^r 



fi» 



— "^^"^-^^^ 1. .- ■ i. i ■ V n- ■ ■ ■ 111..-.. ^i. li ^ 

|/"(jeh**a:r H- sen^*ry H- 2sen'xr seirij cos'or/) 

oy^ ^*alt|mQ membro 2^ una GonsegaeQza deMae che 
precedono» e rappresenta co^suoi termìai i termiai 
4el primo meqibro* 

Concludiamo adunquei che seffiflcit^niate la nor 
tfira e h gen^rqUià, d^lVequazione^i,^) detta, retia^ è 
sempre lecjito di supporre p=B>ù^un^\delie due qwmn 
tità 9L^^\.ed =^\r ^na delle tra r^ l^ in. Il rapporto 
tra /, ITI, serve a fissar ^ direm^ne, della retta v» 
meìUre le quantità a^ /S» ne fissami unpuntoi qum- 

di mriando soltanto il rapporto ^ , la retta (A) gì- 

ra intorno al punto oc ^; e svariando soltanto il puni- 
to ec^ la retta (À) si muo^e parallelamente a se 
medesima. 

Nota. Per indicare }a direzione determinata dal 
rapporto tra / ed m^ diremo direzione {lim)^ o an^» 
che più semplicemente direzione Im. 

Osservazioni. 

L Dal modo onde sarà scritta l'equazione della 
retta (A), noi converremo che ciascuno rilevi da se 
medesimo (essendo cosa facilissima) quando si sup- 
pone == o, una delle due quantità a, jg ; ed = i , 
bha delle tre r, /, m. Per es. neirequazldne 

p = ^ =5^ , SI e fatto ras 1, «=so; 

/ m 

mentre in a: ss £L_f-, si è fatto / ea 1, a = o. 

m 

Si noti che in questa il '^ numero ^delle ^costanti 
/i 1»! fty P, è rìdottO'. a dfie^ cioè <i/ minimùM 



I 
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IL O^i «qiKi2»o0e di prioio grada tira le ta-^ 
riabili Xf j% potendosi ridurre alia fórma ' . 

jr =5 ma? -4- /3 , donde x ==: 1-^ rappresenta una 

n 

retta. 

III« L*equazion della retta che passa pe*pttiitt 

a/5 , a'j? ^ è ^"^ = ^~ " . Infatti questa pro- 
oc "^ oi P "^ fi 
porzionalitk significa che le rette (^fi*xy\ (p^fi'^fi') f 
col punto comune ctfif hanno la stessa direzione 
(S- 28. g). Quindi affinchè i tre punti a/3, cc%àc'fi^, 
siano in linea retta, è necessario e basta che si abbia 

IV. Àffinchk due rette 



(A) 



l m 

x — o^jr—^ 



sÌ€^io parallel^f è nepessario e basta che si abbia 
(§. 38..^) / imiitifìii ed f : n»::/' : mr.cc — a:j3' — P» 
a^ì^hèGoincidanOrl^^^^^ quest\iltima proporzio- 
nalità significa chq la retta (pcfi^fi") avente le estre- 
mità aallé priore due, ha la stes^ direziona delle 
medesime. 

y. Se la V retta (A) è parallela aliasse (jr)^ sa- 
rà / = o, e p^rò 

'v — fi -, y^fi ^ 

a^^-^^n/w-^-^st^O; donde restia, ' ' •==» >■* 

IH) .7?» o 

,',•■:■••• ' ■ , 

(valore indetQrmina|;o) : 

dunque una retta' parallela ad uno degli assi^ ha 

la stessa e^iwUofie che il punto di sua inter^ezio^ 



p0 coirttliro as^se x • lo che rie$ce d'altronde eviden* 
te pensando alla figanu 

a.* Equaùon^ della retta e me proprietà. 

30. Vequazion^ . 
(B) Aar H- Bj^ = D, 

rapf^esenta il corso di una retta distante déUtori* 
gine O ( fig. 7 ) deirinien^allo 

/ S 

ove g è uri segmento di tale distanza assente sugli 
assi (x\ (j)^ le proiezioni A, B. 

i^im. Prendiamo, a partire dalla origine O » 
suirasse {x) un segmento OA =s A; suIPasse {jr) un 
segmento OB =B: e airestremitk di «[ue^ti segmen- 
ti eleviamo sugli assi due perpendiqol^ri, le quali 
toncorreranno necessariamente in qualche punto g. 
Designata per g la retta Og*, prendiamo sulla mede- 
sima ( prolungata se occorre ) un segmento 

OK =5 ^ t=9 K 9 e sopra questo segmento nella sua 

estremità s^mnalzi perpendicolare una retta inde- 
finita : questa retta sarà il luogo geometrico dell' 
equazione (B). Infatti consideriamo in essa un pun- 
to qualunque M = ( a:, j^ ) i OM avrà per compo- 
nenti x^jr ( S* 26* ^ y Quindi il noto principio delle 

proiezioni (S*20.c) fornisce 

• ■ ' " • • •' 
g.OMcojg.OM = jc.A -f-^.B; 

ma g.OMco^gOM =» gK =» D : 

dunque I>=s.Adr-4- 'By. Così ogni punto xy della 
retta KM verifica questa equazione^ ed inoltre si ve- 
de che non può verificarla altro punto al di là o al 
di qua di KM. 

a) Risulta dalla fatta costruzione ' 
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1.^ Che denz'altefare la natura e la generalità 
deirequavicme (B), si può sempre fissare ad arbitrio. 

una cibile ,tre,i}uaitìitità ^9 .'^ ^i^ ^ (airh = 1, e cke 
poscia coti essa resta fissata ciascuna delle d]xe ri- 
manenti. E ciò apparisce pure dairequazione 

^v CHf il; rapporto f^a A| ^ serve ^, fissare }à 
^rez/pTt^^v^ìs^vG qaaseg^igpteqaente, della retta (B); 
mentre D x= g^K, serve a fissare Ja disj^anza K di 
questa re[Ua'da||a ()ngiae 0. Quindi se facciamo va- 
riare il rapp9rlo £r^ A, Bj, restando costante K, la 
retta (B) jsirFpqoyera in gii^o toccando continuamene 
te una circonferei^za .del centro O.e raggio K; e 
se facciamo variare K» restando costante il rappor- 
to fra Al B» la retta (B) si muoverà parallelamente 
a se medesima. * ^ 

3.^ Se suppóniamo che K parta dal punto a/? e 
termini' 'al punto xy^ requazione A ( ^r — a ) -+- 
B(^ — ^) s== p, rappresenterà la retta che nel punto 
a/y toccfcil circolo del centro a/3 e del iraggio K. Sia»- 
no ortogonali gli assi coordinati: presa g-=K9 sarà 

A=p^'-«, B=^;-^, ;' ' '^ 

e la taifgente di siflàtto circolo diverrà' * 

. Osservazioni^ . . 

I. L equazione qi una retta (B) passante per 
rorigine.d^Il,ercpordin^^e| $;arà Ay -}- J^ =?= o ;' do- 
vendo ei^serp, in questo caso Ii= o, e però 
P =.g:K 7= o»^ Vipeveirsa, ove sìa D = o, sarà 

D ' '' ' * ' 
K = -^ = o, e la retta (B) passerà per Torigine. 

IL AiSi)0bG,ù'reJ4^ (J$) |»assi pel punto|p(jS,,4q- 
vrà essere;, .• .• -i ". ..•;.. 






D « Aa -♦- B/9 =« Aa? -^ B^, 
donde A(4?-i^a)-HB(jr-^^)=«ó; 

ed affinchè passi per due o più punti dati oc/S, ocfi\»^f 
dovrk essere 

D =^ Aa -H B/3 = Aa^ -hhp'^ .... 
Queste relazioni servono à manifestare se pìii punti 
dati sono in linea retta, e a sciogliere il seguente 
problema € trowir Feguazion della retia che passa 
per due punti dati. » 

In generale, allorché la retta (B) debbe sodi- 
sfare a certe condizioni, i rapporti fra A, B» D» si 
supporranno incogniti, e si determineranno median- 
te requazioni esprimenti tali cQndÌ2;ÌQnit 

III. affinchè di4e rette 

(B) AarH-Bjr=D. 

sùmo paralfelej è necessario e basta che si abbh 

Bercile ooinoidano. Infatti, poiché 

sark necessariamente K =« ET* Così le due rette es^ 
fendo parallele, e di più al I4' stessa dists^qza ^dalla 
origine e dalla medesima parte, coincidono. 

Se la retta (B) fosse parallela ad uno degli assi 
{^% (/)f ^^^ es. ad ( r), allora^ perpendicolare 
alla retta (B), lo sarebbe pure ad (/X e perb sa- 
rebbe B «r^O, 

ly. L'equazione (B), oltre quello che si è di 
lopra dichiarato, ha "pure uh altro «ignìficato geo* 
metrico, che giova conoscere per le sue applicazioni 
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alla meccar^tca, e si troya sciogliendo nel modo che 
che segue il problema : trwar Ui retta^ luogo, ^o* 
metrico delF equazione (B). 

Siano Ox^ Ojf ( fig« 7 ) gli assi coordinati, e sia 
M un punto xy verificante Tequazione (B). Parallela- 
mente ad 0^ sì conducia QIA ::=s A ; e parallelamente 
ad Oor, MB =s — B; la risultante MD r» ^ di (— B, A), 
indefinitamente prolungata, sarà la retta richiesta. 
Infatti riguardiamo rorigine O. come centro di mo- 
menti, 1 cui bracci inclinino alle rette rispettive 
coU*angolo *a^ degli assi. In questa ipotesi, la com* 
ponente A avrà il braccio x, ed 11 momento positi- 
vo Ajt, tendendo a rotare dalia' dèstra alla sinistra 
( §• 2& d )• La componente -^ B, avrà il braccio^,: 
ed il 'momento positivo B^^. Chiamato h il braeoio^ 
delU risultante ^, sarà {%*2h.d) 

jA '^rs Aor -+- ]8r = D. 

Ora è facile a vedere che questa equazione r si verifi^ 
ca per ogni' punto della ifetta s proluQgata indfefi- 
nitamente.s danqn« tale retta sarà, il Juogo geome^ 
trico dell*equaaione (B). 

Da qui il seguente teorema ? requazfone 
j^j: .^./^^ =s D, è ad una retta ^ nella quale D rop- 
presenta intomo alP origine il momento di una sua 
parte s avente nel senso degli assi (jf), (Jr)i '^ 
componenti — B, A. 

Nota. Il problema di tracciare una retta, di cui 
è data Tequazione, si può sciogliere, sia jiartehdo 
dalle proprietà geometriche deirequazione, sia de- 
terminando le coordinate di due qualunque de' suoi 
punti, per es. de^punti ove la retta attraversa i due 

assi{^)Ar\ 
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' RttpporH tra li dié0 Bqmtioni (À) (B) 
.' > dì ìinamèdèàimoi reità, 

31* Bidtirre l'equazione (B) di una retta alk 
fórma (Ky è vìcèifériài ' 

ÌSb/^^2. Priìtìferamente,* suppottendo che il pi» 
tdàp a^parteiìga alla nostra retta, si avrà 

e da ^ui il valóre di una delie .due coordinate a^^^ 
determinatane Taltrà ad arbitrio; per es. àe si fi 

Di 



''ti * «jb » ' . f ' 1 • « • 



In sebondo lùogtì essmdo^igr perpenilicolare a 
(B)f e pevò àd>(A), ^iara pel pripcipio. delle proi^ 

/_TO K( /^ 4* /yj^ 4" ihncòs^itjr y •■ r 

B ~ ^^ K( A"" + B* ^ 2ABoor;«r) "^ gsen^xj^ 

Vicevèrsa j questa medésime' formule «ervooò a ri- 
durre r^aliiièfW:(A) di iitisi^retta aliaifbrma (6), 
yiVénàò i^èe'à Ibrnìiré irra|]fporti>delte tre cpantitt 

l 

A, B, I>i',Ui fumiti^? d^Ue tre «i &i ^ *; ; 

^ ^.. .•_ ^ . m 

, , .' JPertan to, poiché, e' facilissioio il passag-gio dal- 
Tuna torma allVltra,' in ogni problema noi potre- 
mo prevalerci di quella cbe meglio!^! presta aileiih 
dagjiii de*r;ap|>orti, e conduce a più ei^g^anti rlsul- 
tamepti» 

ì • • • ■ 

, . Jnqlinjai^one' delle rette e valore di una retta 
. • condotta da un punto ad un altra retta. 

32. Tro\>ar rangola che fanno tra loro i ." le ret- 
te (A) ed (A'), ovvero (B) e (B'); 2." le rette (A) e (B;. , 
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Soluz. 4.^ Poiché le rette (A). év(À^). iledìiilinu 
Tuna dalFaltra come le >, r^ rifi;ultaiiti»4t( ^*iift)i 
(tj toO; e le rètte (B) e {B') camp ié g\ g^^cke^ugiì 
assi (x)) (jr) haqno per proiesjoni A^ B; /l', BVili^t*^^ 
blema è^ risoluto al §. 2è e. rf.- ^ - ' ^ '^ » • . ^ 
S.^ Le fornsiùle d«l §• 28 « sommìnistraoc^' . ; r • 

grcos*rg = /Ah- mB , ^ ' • ^ \ \ • * 
grsen^ servrg = /B — mA — ( /A — mB ) coi'.oy^* 
Ora, poiché g e (B) ^oiìo perpèndidolài'ì tra loro^ 
gli angoli che la retta r fa con gè (B), saranno com-^ 
plemenlarii; e però, chiamato l'angolo 'onde r de-^ 
dina da (B), sark coSTg = senG, servrg =a'(*o^9. 
Dunque = ' 

I » . • « , , . > » 

grsert9i=^ ik + mB, 
grsenxy^cosO =5 /B — mA — ( /A -?- /»B >.cp^*^. 

ia) Se le. due rètte (A) e (:p) jòna parallele^ e pe- 
rò g- perpendicolare ad r, sarà a = /A H* wB , e 
quindi ( §• 28 gf ) , 

/ m ^'{p ^ rn -^Q.lmc%è{ioy* \ __ r 

B ^ ^~ ir( A' -#- B' — 2AB<?oj.:r;r ) ~gsewxy ' 

h) Se j;A|) e (B) sono perpendicQlarì tra loro^ r 
e g, essendo ambedue perpendicolari alla retta (B), 
saranno paraHe^e^ie conseguenterpente proporziona- 
li alle loro proiezioni omologhe (§. ìTb). Eà avrer 
ino(§.28/) 

S ^ A ^ B 



imiÈtm^im^tmtiai^tiAim^^- 



r / Hr. moos'xy . W ■+" ICQS'XJ- 

A -r Bcora?/, B — T Aaw^o^: 



a) Troifore ìa retta Ji x:ondoita. dal punto at^^ 
sotto rangola 9 ad mCaltta retta, \.^ deir equazio- 
ne (A); 2.^ deir equazione (B); ^Stabiliremo le for-^ 
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mule nella ipotesi che il punto ap sia intermedra 

tra rorigine e la retta (A) o (B) ]• 

Solttz. \? Supponiamo che la retta r, risultan- 
te di /, f»! parta dal punto a^: la perpendicolare 
calata dal punto ói^ sulla' direzione di r, ossia sul- 
la retta (A), sark s» ksènO. Quindi, rispetto al cen- 
tro ot0^ la r avrà per momento rJisenB^ e le com- 
ponenti /jW, avranno per momenti — 1{^ — ^')seìr^^ 
mCa— «0 seryxyi dunque (S* 95 d) 

hrsenO s=s C(a — cc)m — /(/3 — ^'yisewxjr. 
2.^ La. perpendicolare hsenS calata dal punto 
o'/S' sulla retta kx -(- B^r =:= D, e uguale alla distan- 
za che passa tra cotesta retta, e la parallela 
A« •+• Br = koL + B/3' condotta pel punto «7^'; pe- 
rò è uguale alla differenza tra le distanze 

D Aa-f-BiS' , 

»-, — , ^ che passano tra Forigine e siffatte 

parallele: sarà dunque 

hseuO g^ Il " ■ , 

S 
Se la retta (B) passa pel punto xjr f sarai 

D =as kx ■+- Vi/; e la distanza tra il punto a fi" e 

la retta (B) diverrà 

g 

h designi il segmento della retta (A) compreso 
tra il punto o^ e la retta (A) o (B); ed il punto 
ajS si supponga intermedio tra Torìgine e (AO ^ (B): 
essendo rrsen6 =» (Im — l m)seirarjr^ 

grsen$ ^ Ik ^ m&, sarà in corrisponden- 



za 



/HJ-^-nTi 



m 



fi asgr.! = 

/A-t-mB 
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Qttincliy chiamato xy il puntò ove (A) iticofitra (À'> 
o (B), per deteriiiiiiai*é x\ jr\ avi^emo 

h X — flg y^iii 

Noia. &ehh perpèndióotaré alla i*etta (A) o (B)« 
aark serfi = 1, e sì avrà la soluzione del seguente 
problema: traspare ta perpendicolare h condotta da 
Un pùnto ad una retta. 

b) Trovare il punto xy Oi>e la retta A, cor^' 
dotta ddt punto a jS" sotto tangoto 6 aita retta (A) 
Q (fi)i incontra (A) o (B). 

Soluz. La Tétta h da nel sen^o degli assi le 
eopipouenti a?'— a\ jr — ^. Óra^ /, m siano nel sen- 
so de*medesimi assi, le componenti di Una retta r' 
parallela ad ht essendo noto Taogolo d, il rappor- 

io ^ pétra determinarsi per mt^zo del $• 28 e. 

Si avrà quindi 

e da qui il valore di a:'— ^^ y^^j e però di ^', y. 
Nota. Se k è perpendicolare alla rètta (À)« e 
perb ad /*, avremo (§• ^ gr) 

rsen^ocy tn -+- tcos'oyr — - (/ -i- mcoi'o^^) 

e se A è perpendicolare VL (B)) e però parallela a 
g, avremo ( S- 28 /) 

^ ^ ^'-*y ^ y— /y 

gsett'^xy A — Boo^^ry* B — kcos*3py ' 
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Trasformazione delle, coordinate. 



34. Trasformar le coordinate di un punto^ si- 
gnifica mutarne, o r origine j o la direzione^ o la 
direzione e Forigine. 

Un sistema di as9Ì muta origine^ quando si tra^ 
sporta da un luogo ad un altro parallelamente a 
se stesso; e muta direzione^ quando gli assi man- 
tenendo fissa Torigine^ cangiano le mutue melina^ 
zionì. 

Dopoché gli assi (x), ljr\ si saranno mutati^ 
noi II denoteremo rispettivamente colle stesse let^ 
tere, ma opportunamente accentate. 

a) Trasformare le coordinate J?, y di un pun" 
tOf in altre coordinate x\y* 

Solu9. Le coordinate della nuova origine 
rispetto airantica 0, siano cty /3; e sia M il punto 
simboleggiato da xy rispetto alla origine Q^ e da 
xy rispetto all'origine 0\ Da O^ tiriamo al punto 
M la retta O'IVf «= 9i le componenti di (^ parallele 
ai primi assi \x\ (jr)^ saranno x^-^ol^j — /3; e le 
componenti di (/ dirette nel senso de'' nuovi assi 
(jcO, (j^Of saranno x^y* Ora queste componenti o 
sono parallele alle prime, od oblique. 

Nel 1.^ caso ( poiché le proiezioni di una ret^ 
ta sovr^assi paralleli sono eguali) si avrà 
^ — a = a?' • x^==ioc-^x 

Nel 2.^ caso (in cui è compreso pure il pri- 
mo) proiettiamo ^,x\y sull'asse (x)f essendo di- 
rìgente Tasse (j) : le corrispondenti proiezioni sa- 

, senyx , senyy , e a^ ^ n. 

ranno a: — a, x 1 — , y ( §. 17 )• Ora , 

sen'Y^ sen*jrx 



per la dcfiniisiohe ctella risultante *(^S^^^ ) « '^^ pri-* 
ma di queste proìe^iom del>be esser uguale alla 
somma delle seconde t dfibque ' ' ' 
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* servocr ' 

Similmente, proiettiamo V, WV>:' sulPasse Qr% 
essendo dirigente Tasse («r) : si avrà ./ 

xservxx -^jrien^xy 

^ sen^xy / 

ove tra gli angoli esistono evidientemenliie inseguenti 
rapporti i ' . f. . . . / 

purché rispetto al modo di rlcpaoscere lo stato po- 
sitivo e negativo degli angoli^ si ritenga la conven- 
zione già fatta nelle proiezioni ( §.25 denota)* 

h) 2f m, siano nel senso ..degli assi (x\ (rjr ]^ 
componenti di una retta = 1 e parallela al nuovo 
asse («') s sark ( §. n e. 20 /. ) 

\ ,. , ,sen*jfx ... sen^x , 

. sen/yrx senrxj.^ \. , 

Net caso degli «|ssi (jt)^ (^ ortogonali, le /, m «aran** 
no sui medesimi proiezioni ortogonali, e però 
/ =scos^xx SS3 s^*x*y^ m ^às& <f ojrSr^^ 4r« ^/l'jrro/. 

Similmente una réàa £» 1 , e parallela aliasse 
{jr\ abbia nel senso degli assi (^), (jr), le compo- 
nenti t\mi queste aaranno Ttncolàte dalle stesse 
formule che le /, m, purché ad or^ si sostituisca j^^ 

Ciò: posto, le formule generali per trasforma- 
re le. >coa«^itaàte . diventano 

^ -H*.' j3 ras ni:*?' -h iri'yi 
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Mediante le formiiU preedden^t 1^ coordinati 
contenute nell^equiiasioiie di .una. linea ai potfanna 
trasformare in altre eoordinatei aenza che perciò si 
muti il grado deirequasione* Il passaggio da coor-* 
dinate a coordinate, \ uno de*me2zi pììx efficaci per 
discoprire le proprietà delle curve e delle superfi-^ 
eie* Nella aoluzione delle questióni particolari , si 
procura di scegliere le coordinate in guisa-, ^he 
per la via più l>reve si giunga ai risultamenti» D^or" 
dinario si dà la preferienza agli assi ortogonali^ 

Nòta 1.^ Allorché, dopo aver designata ddn lina 
sola lettera ognuna delle inclinazioni cogli assifitei- 
Inequazióni delle linee e delle superficie si trasfor-^ 
merannd le coordinate, noi converremo di soppri-' 
mer gli accenti nelle nuove coordinate. Questa con- 
venzione vale a semplificare i calcoli^ senza nuoce- 
re alta chiarezza ; giacche t andamento inedesfmo 
del discorsp basta a far conoscere aqual sistema di 
assi siano relative le coordinate di un^equazione. 

35. Le coordinate polari consistono nella lun^ 
ghezza e direzione {variabile di una retta mobile in^ 
torno a un punto fisso: la rétla si chiama raggia 
rettore; e pola^ W punto fisso* È manifesto che ogni 
paolo particolare determina una particolare hin* 
ghezza e direzione del ra^io Vettore, cioè un sisle* 
ma di coordinate polari; e che, viceversa, ogni ai- 
atema di coordinate polari determina un punto f^ 
ed uno «ole. 

a) TTrasformàre le coordinate ordinarie in 
coordinale polari^ e s^icei^ersa. 

^ Soluz. Sìa x'y il polo, xj un punto quàlilnquéf 
V il raggio vettore del punto a^r^ ed /, i» stand ncA 
senso degli assi {x), {jr)i le competenti di una ret^ 
ta =: 4 e parallela a s^. Il raggio vettore <^ e la sua 



tiiitekifìé (A m } ttmnno le coordinate polari del 

punto x^« Ciò posto, si ha 

/ 

9<. — !i-.donde jp=/«;-4-x', y=mi^-+;r'; 
m 



X -^x 



OY^ / ^^ ' ' - ■ ** " -f Iti casi 9 

senyx servxy 



{ e=B /*-f- HI* + 2lmcos*ay ; 
e nel casp degli assi ortogonali^ / ^=s ^e/i*(^=scor 07(^9 

Viceversa « 

v=^]/'l{x—xy^ipr—yf^ì (o:-^') (t-t') cor:i^3# 
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iVoto. L*equasioné ad una curva tra coordina* 
te polari, si dice equazion polare della curva. 

Linee algebrìche in generale. 

Loro ordine, diameiro^ eentrOf iangenie^ mormaUt asintoti. 

36. Una linea riferita ad assi coordinati ^ si 
thiama algebrica^ se Tequazione che la rappresene 
ta, è algebrica, o almeno riducibile a divenire alge-> 
bricat altrimenti la linea si dice trascendènte 
meccanica. 

Una linea algebrica si dice del primo^ secon-^ 
dOf terzo f .u n'^* ordine^ secondochè la sua equar» 
zione, ridotta a funzione intera e razionale rispet-* 
to alle cooi^dinate, è della prima^ seconda^ terza 9 
^ n'^*** dimensione^ Così la retta è una linea del 
prim*ordine; e deirordine n*^^^ la linea 

(0x5 ^ BLir" ^ Io? -+- Kir*^ -h ec. t= 0. , 
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Sé' cm^équainoiie fifa àne MatdìmAe ^ il prodof* 
to di più fattori razionali^ essa- rappraden|erk una 
linea compie ssaj ossia an compIeKso di tante linee 
distinte, quanti sono i fattori i^azionalf che abbraccia. 

a ) Una linea del n^*'"^ ordine non può uver 
comuni con una retta-pia di n punti, 

Dim. Imperocché supponendo che Tequasione 
(À) coesista - tra or, y^ coir équaifcidne della retta 

. •• x-^'oi '^ Jr-^js *■■■*"*'. . ■ ' 

V = — 3 — = ., e però ehe si^a^bìa 

/ m 

X c=ilv ^ OL^y = m^ -I- /3; fatte le sostituzioni, si 
avrìt un'equazione del /i**'"<^ grado rispètto a «^ , e 
quindi s^ non potrà ricevere più di n valori, e con- 
seguentemente incontrare la curva in più di n. punti. 
-. ' Qm\ ufia.liaaa di seéondWdine non paè aver 
comuni con jihdi retta più di due pbnti*. ) ' 

Balle proprietà de'coefficienti deirequazioni al- 
gebriche si possono dedurre fàcilmente molti teo- 
remi generali relativi alle rette che attraversano le 
curve. 

Le ^istanze tra il piede 4.t un^ordinafa e i pun^ 
ti óve Tasse delle ascisse tassila una curva, sono chia- 

• ■ • 1 . » « , ' .^ 1 ■ , 

mate da Gariiot ascisse, naturali. ' 

Ayi. -4- By»-» -+- G/"-» . . . H- P/ -t- Q ==s o, 

il prodottò delle ascisse naturadi è proporùoncde al 
prodotto d^lle otUlimUe corrispondenti. (comfrenr- 
.. defidovi le afltcÀ9S6 e le ordinate' iftìmaginàrie )# 

- Z?/i^ Infatti per o^ni^ ascissa i?^^ il prodotto 
^Ue ordinate eorcispondénti /sarstf còm*è noto 

■ • ' ' '■* " ' 'ì 

dair algebra, ^, Qya Q è un polii^omio in a: che 

• A 

può inettersi sotto la forma ^ 



8i, 

essendo H il coefficiente della massima potenradi 
a:; et, j8|7,'vw'«>vfit abcnisrreltfliYe adw^js^s o; e per 
consegaente'a?'-^^ ;i?«---j8v.43é*^*yy Méir****- (M'iedi- 
stanne tfa irpantoNt(\rv'a^)^ piede 'deirordinata ^, 
e<Ì i punti deità earv^ (4:', o)i (/^ o), (y, b), -.. ((^r^)^ 
distati^id dhe costitnrséòriot le ascisse natatolit/È adirot 
qùe provate che il prodotto éiqllè ascisi naturali 
std al prhìiòtto'deU& ordinate 'eorrispondenti inm-f 
gion ìmv'eftsa'de'cùe/Jloienti'fii A^ della mammc^por. 

Peptts* è ^«to i^dalla geometria eh e; ilei circolo 
( linea di 2^ ordine ) il prodotto delle ascisse nata^ 
rsili è uguale al ^^odottadeUe ordinale 'corriiponr 



c)^tiMiaa eìinra siidice diamettrai^ linea diam^r, 
frale il luogo geometrico del punto medio di una 
corda moventesi parallelamente a sé medesima. Tut- 
te le^cordé paraUeleidimeca^ate.da un, diametr9, si 
diràtinòòorde coniugate 'al diametro;^ viceversa ti 
diametro sì dira co/^/Ai^é'^ró' alle corde ^)irà(Uel6 éhé 
dimezza* in genpr^le^ ^p^a fetta, si dirk coniugata ad 
un diametro^ #e sia ipasalleJa. alle corde <)Coniuga,(^ 
al diSE^Inietrò; V iqnem coniugato a quella* 

, Ijfii disine tro rettilineo perpendicolare alle sue 
earde CQuiugate» si dice ^assési principale della curva; 
e i punti'Dvedttraversa la curvai si dicono vertici 
della cicr^U. ■ • 

Nella, curva rappresentata dairequazione 

» A as»'?? Tf-. %•«'* 5» D , 

ciascuno degli assi (jc), (;;^)j è un dianietro. Imperoc- 
ché per ogni Valore di una delle due coordinate 
x^jr^ cotesta: equazione somministra sempre dpe va- 
lori eguali e di segno contraria per Faltra* Così eia- 



A 
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scuno (le^i assi dimezza tutte le. corJe parallele 

airaltvo. 

Due diametri retlilinei si * dicano amiugMif se 

le corde coniugate -all'uno sono parallele all'altro» 

/• ' Se nel puntò ove un diameiro ettravetsa la 

curva , si conduce una retta : parallèla alle eorde 

coniugate ad esso diametrOitale reUasarà tangente^ 

Dim. Infatti è palese che laddove il diametro 
ateraverm la curTSi ivi ne svanisce la corda, conio^ 
gata^ e però ivi la secantìe che nasce dal prolungar 
mento della cordai riàiieiido in un solo i due punti 
eòmnni colla curva, si trasmuta in tangente^ Dun- 
qiie'ec. • - ' 

Viceversae una retta^ che toechi un arco di cur^ 
va in un punto datOf è parallela alle corde cùniu" 
gate al diametro che passa per affatto punKiJi!^)^ esr 

• . ' ■•■':.' • ' • ■ 

m^^mmt^mimmmmmm^mmim^mmim^mmmm^m^i ii m i ■ ■■■■■■■ ■ i ■■ « m ■ ■ ■ ■■■■■■■ 

'(^) Q^étU proposifeione può dedursi dalU deaataioiie statr 
M d«lU curva eome tefpie* La dir9*ion0fi$mia da Ate. punU^ è 
Ipi; Inetta clie pM^t p«r questi due puati. Una lìnea al dice pò- 
Ugona o cursfdy secoadochè cangia M interinala o contìnuamente 
direzione; B* chiaro che non si può cangiar ifirefiroiie, te prt- 
lilla non si ha una direcioae, o una . tettdeiisa per «aa direaio- 
ne: danqae U curva » oiingiauda diretiaoe ii| ogBÌ punta del 
•90 corso 4 ha in ogni punto una tendenaa .per una dicesione 
determinata. La retta esprimente la direzione cui leòde in un 
punto dato la curva» si chiama lan^en^» 'detta <i|irva^ ed é tmi' 
em cane la direzione che rappresenta. La tangente può anche 
considerarsi come una secante nata dal prolungamento di una 
eorda che svanisce; perchè la corda a misura che $i avvicina 
a svanire, (onde a prender la direzione della curva. 

Giova notare» i. che se in un punto singoiare concorrono 
più rami di eurva, le tangenti saranno laute quanti i rami : e 
. ahe tuttavia resterà vero che per un punto di uu arco non si 
può condurre che una sola tangente , non esistendo più tan* 
genri in un punto se non perchè ivi-s'incrotituo più archi; 
0. «he il teorema „ la ewrpa è limite de*poUgòm immiii e «ìf- 
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sendockè pier un punto dato non- si pu}# condurre ad 
un arco che una sola tangente* 

d ) CerUro di una curvar è \\ centro di :sftmaiQ- 
tria de^lb medesima, tale a dire il punfov otìb resta- 
no dimezzate tutte le còrde che vi passano* 

Se una curva sia simmetrica iniarno ad un 
centro, preso questo per origine delie coordinate^ 
r equazione di tal cw^a dovrà riuscire disgrado pa^- 
ri rispetto ai termini che contengono le coordinate. 

J)ùn. Supponiamo laicuvva riferita* al centro ,. 

« i^stsyss^ Z^ ^n ra|[gio di simmetria* SQ3tituen- 

do neirecjuazione di essa x bs7m, > = m\r^ Tequa*-' 
zione risultante dovrk fornire per «; de*valoH nguali 
due a duè| e di segno contrarioi' é però esser della 
forma 

cioè tale che non si aIterÌ9 ove s^ v si surroghi *(^. 
Ma tale npn può ^ riusci|rj^, evidentemente , a fpeno 
che Te^juazione della. 'curva riferita al. centro, noò 
fila di grado pari rispetto ai termini qhe cQntengo- 
no le coordinate. 

viceversa ; fma curva sarìf, simmetrica intomo 
alla origine, ,se la sua equasUone sia di grado pari 
rispetto ai termini che contengono le coordinate^ 
Xmp^rpcchè se dalla origine «i gi^idi alla curva il 






I 

eosóriUi ,» è'una consegaìe&Xft inmédiaU dell^tèionia «, ta/rè^ 
quehm Mia linea poUgeim inc^ngktr. direziona lui per l^miie h 
^onUmuità ; 3. c^e ai^tlogb^ propf aiMoni possono stabilirti ri- 
gutucdo alle superficie corvè ^ partendo dalla definizione -^ la 
direzione fissata da tre punii non posti in linea retta, è il piami 
ahe passa per ^fiiéM tre punti. 
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raggio ^ t= .-^ =±= .-* , e quindi si sostituisca nell 

equasba ìàeHhài r «ui^val a? e» /ì;^ jr =;^ n^^^; Tequazion 
risaltante mB^i£|ttà ipotesi 4ÌTerjrà della forma (i^X 
e però nomdara gerv-^die ile jvakm egimlii^eidi se- 
gno òonti>aria..\. \ ,", .• .."■••i.. A '^ 

- Sé^tsxito l^'qóazjoii delle Ijnee di seeond^ordìne, 
stm^nétri^è iotoma-'airorìginet sarà della forma 

qioè. omogenea dispetto: ai termiiift jche oonleiigoQO 
le coordina te« 

IJuà curva algebrica nonpuH Osf^rè pii^ di un 
c^ntrg di^^m^trifi*,^.. ,, , j . ,: . 

* :,r/?,i^A §*I^WP < ^ ^ ) .Q», :Q^ A^^ cpntri di una 
xqedQsiioa P9i;va, gd Jil^unp qusilupqiie; de'suoi pun- 
ti. Si prolunghi il raggio MO in ÓN == OM; il. pun- 
tp Jir,-flppat|err a alla \p^rva pfr la ipotesi che 
e un'centrOf Similmente sì prolunghi il raggiò MO' 
in ÓVi=:ÒK'e il:>aggÌóW in OTiT =a O'N; i 
punti N , M apparterranno pure alla curva. Ora 
là consméra^iòriè de*trls|AgS)ì coincidìbili che si yc- 
dòh()' tì'élìa** figtìra ',^ ci ^clifeiostra che * il quadrila- 
tero MM'N'N è un parallelogrammo , ove le rette 
W,-*^]^' soiiò pài-àil^e ad OOV ad égual distan- 
M da^Wi Puh^ue'l' punti M', N' sono alla stessa 
HistahzÀ da OOVc^e i punti M, N* Similmente i 
puliti M', N', corisìdératt rispetto ài ceiitro'O, de- 

l£CSìÌB?r^nM JPÌI? J!£t!?^ NN' due altri punti 

M", N^ della curva: poi questi, considerati rispetto 

4idi^O\«no detarmÌ4i9rani»o dve, altri IMtTi WVe co^ 

'cdntinaatklènte, -Qitindi ciascmia delle' j?ette MM' , 

NN' avrà urtMner^ifòdV pariti Vòm colla curva, 

Orciò.è impossibile in una cuirva 'algebrica XS'35 u) 

a meno che non consista in uà ststema* di rette pa* 
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rallele, i^ituate due a due ad egual distanza dalla 
linea de^centrir dunque è pure impossibile piii di 
un centro. 

e) In un dato punto M (fig. 9) di una curvs^ 
piana. AMS riferita a due assi Oo:, Qy, si dice , 
4.^ tangente o toccante^ il segmento della retta MT 
òhe ivi tocca la curva, con^preso tra il contatto e 
Tasse, delle* ascisse Oo^; e suttangente ^ la distanza 
TP tra il piede della tangente e il piede deU\or- 
dinata PM: 2«^ normale^ il segmento MN della nor- 
male alla curva, compreso tra il contatto e Tasse 
delle ascisse; e sunnormaley la distanza NP tra il. 
piede della normale, e il piede dell'ordinata. 

Ciascuna di queste sei quantità: ascissa e or^ 
dinata^ tangente e suttangente^ normale e sunnor-- 
male^ è funzione di una qualunque delle altre. In- 
fatti osservando la figura riesce evidente che la de- 
terminazione, di una di coteste sei quantità, per es» 
dell'ascissa, trae seco la determinazione di ciascuna 
delle altre» 

Supposta determinata in funzione delFascissa 
Fordinata e la suttangente , esprimere per mezzo 
di queste la tangente^ normale e sunnormale. 

SoluZ' Rappresentiamo per jr l'ordinata; per t 
la tangente e per ti la suttangente; per n la normale 
e per ni la sunnormale: ove t, /i, si contino a par- 
tire dal punto di contatto, t avrà nel senso degli 
assi (,r), (/) le componenti -^i, -j'; ed n, avrà le 
componenti n», -j'* Ciò posto, poiché / ed n sono 
perpendicolari tra loro, avremo ( §. 28. g ) 

n ni r 



tsen*xy y^txcos^xy t\ -jrjcos^xjr * 

oltre di essere * = l/"( ^% -*"J^' -i- ^tijrcos'xx)^ 

3 
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X^ ^ yticorocy Ytsewacr 

dunque rix =^ — ^ , n =* — : ^ 

* fi '^'jOQrxy t% -H ycos^jcf 

f) Asintoto di una curva^ è una linea che cof- 
rendo in un certo senso a fianco della curva, le st 

va di contìnuo avvicinando sicconie a lìmite^ senza 

> 

mai poterla toccare. 

Quindi gli asintoti retiilinei possono consije' 
rarsi come tangenti, il cui punto di contatto va 9 
perdersi in una lontanan^sa infinita* Dà qui il me» 
todo di rinvenirli quando esistono. Allorché si dice 
asintoto sen2(^altro aggiunto, s*inténda asintoto ret^ 
tilineo. 

Nota* Allorché in un calcolo si hanno piii coor- 
dinate, delle quali alcune si suppongano in uno 
stato fisso, ed altre in uno stato attualmente variai 
bile\ queste seconde si dicono coordinate correntia 

Tutti i mezzi analitici per iscoprire le prò» 
prìeta di una curva, si riducono a quattro: 1.^ co» 
noscenza delie proprietà deirequazìone che ha per 
luogo geoqnetrico la curva data ; 2.^ combinazione 
deir equazion della retta con quella della curva; 
3.^ trasforn^azione 4elle coordinante; 4.^ teorica degli 
infinitesimi. 

CAPO SECONDO. 

XiINEE 01 S£C0]!II>*OaDINS* 

Equazion generale e sua trasformazione, centro, 

diametri ^ classificazione delle linee 

di second" ordine* 

37. L^equazion generale delle linee di second' 
ordine riferite a un sistema qualunque di assi coot- 
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dinati (j?), (7), può scriversi sotto la forma (*) 

simmetrica rispetto ai due sistemi di quantità 
ipc^ A, A'), (jr? B, B' ), restando essa invariabile, al- 
lorché si alternano le lettere di un sistema colle cor- 
rispondenti lettere dell'altro. 

Si noti 1.° che i coefficienti A, B, C non posso- 
no supporsi nulli simultaneamente, senzachè Tequa- 
zione (A) cessi di essere di secondo grado; 2.® che 
divisa Tequazione (A) per uno de*suoi coefficienti , 
questi sì riducono a cinque, e che per conseguen- 
za da questi cinque dipende essenzialmente la na- 
tura della linea correlativa. 

a ) Neirequazione (A) trasformare le aoordi'^ 
nate in altre di origine e direzione dis^ersa^ e poscia 
in coordinate polari. 

Soluz. i.^ Alle coordinate or, jr converrà sosti- 
tuire ( §. 34 ) 

Ix -^l'jr -I- a, mx •!- nix -+- /9, 

ove Im^ tni rappresentano le direzioni delle nuove 
ascisse ed ordinate. Avvertendo essere simmetrici i 
due sistemi di quantità {x^ lyl\k^ K) (/, w, m',B,B')i 



^^m^^^^^tmm^immmgmmmmmf'tmmmtmmmmmmmmmmmmm'^mt^mmamm^mmmmmm^mmm^^ 
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(^) Le quantità simmetriche e dello stesso segno, invece di 
scriverle di seguito Tuna dopo Tahra^le scriverò sovente T una 
sotto l'altra, anteponendo loro una linea verticale affetta dal se* 
gno e coefficiente comune: il segno wJ^ lo tralascerò sempre nel 
principio. Cosi l'espressione 






B'zx, 



/ 



equivale a A«'+ftr"-t-C2"-t-2(A>?+B'2a:+CVX 
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tale sostituzione pub eseg^uirsi a colpo d'occhio de- 
terminando successivamente i coefficienti divC^,^?^^,^:, 
e deducendu per simfnetria quelli dìj*,j. Designìa** 
mo per P, ìiQ, -f2R i tre primi; per P\ -2R' i due 
ultimi; e per«S il comples^io de'tern^ini senza^ coor- 
dinate. Qve si noti che questi coefficienti debbono 
comporli di due parti sin^metriche rispetto ai due 
accenqati sisterqi di quantità ^ e che perciò bast<i 
cooQ^cer Tuna di t£\li p^rti per dedurne subito Tal- 
tra io simmetrìa, troveremo assai rapidamente 

p=:iVf ^-B//?» 4-2G//?^=<A/-t-Cin)/-f- (3/?»-fr-C/)m, 
vale a dire; P, coefficiente di x^^.è qìq QÌ^e diuentano 
nelfequazione (A) i termini della ^^ dimensione in 
Xj JTy allorché ad a?, y surroghiamq /, /». Jn virtù 
della simmetria, P' è CÌQ che diviene P se ad /f m 
si sostituisce /, m\ 

Q=A//' -I- Bmm' -h G ( /m -f- /'m ) « 

(A/-hCm)iV(B/7»H-G/V-=(A/^-CiuO/+(Bf»'-*-C/0'»i 
-rR=(A/ 4- Cm)a •+- (Bm H- C/)^— (A7 -t- B» = 

(A« H- q3 -^ A') / 4- (B/3 -t- C« -- P') /i^ 

Si ottiene poi li', se in li surroghian^o /, m\ ad /, nu 

Infine è facile a vedere, che -»- S è dò ch^ di^ 
wnta il primo membrQ 4i (A)> affarc^^è. ad a:, jr si 
sostituisce a, /3. 

Poste queste detenni nasieni, (A) 9Ì mutii ìq 

* » 

2. Sia «;8 il polo, 6 v ^ ^^^-^^ r=ZZ^ . il 
* * l m 

raggio vettore del ponto a;y della curva: converrà 
sostituire iq (A) ( S« 35 ) j? = /t» -t- a,j = mv -I- fi. 
Il risultato di tale sostituzione è chiaro esser ciò 
ch« diventa (A) , -se in essa facciamo 



— Sa=0, 



J 
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o ^aat=i^m =s=^» edj>y=r.vi «ari «lanque 
(A)i . . . i . . P»^* - SRt» — S =* o.> 

Queste tràsforitìdzioni di (A) iii (A),, (A)a, sono due 
mezzi efficacii^sitni ed elementari per discoprire le 
propHeta delie linee di second^ordine. 

b ) cfiNTBo. Dato òhe esista il centro^ per c/e-. 
terminarne le coordinate ^ , ^ , basta trasportare 
nel medesimo Toi^igine degli assi : dopo simile tra-. 
sporto^ la trasformata (A)^ dovrà risultare di grndo 
pari rispetto ai termini" affetti dalle coordinate ^ 
qualunque sia la loro direzione ( §• 36 d) t dovrà 
dunque aversi o = R ^= R'. Ora queste equazioni 
dovendo verificarsi indipendentemente dalle dire- 
zioni Inif tm\ si risolvono in 

A'B-B'C 

(1) , ^ • donde wa A^r» 

^^ B=±=Bi3^-&t BA— AG 

P~AB — C^ 

Pertanto ógni volta che il denominatore AB — C* 
non e zerO| le coordinate ^^ /3 sono certamente am- 
Ledue finite, ed e certa resistenza del centro. Più 
sotto vedremo la verità delfin verso, vale a dire se 
il surriferito denominatore riesce -=7 o, la linea e 
priva di centro. 

Nota i."" Dalle (1) si trae 
A« +^f^ = Aa + B/3' -t- 2Cai3, e quindi 

BA'' H- AB* - 2A'B'C 
S=D-|-A'«-|-B/3=D-i AB"3rC^ • 

In questo caso, (A) divenuta P/ — S=o, somministra 

,_S D - 4- A^« -4- B p 

^ ~ P ~ AT -+- Bi»' -+- 2C/m ' 

e quindi il valore di un raggio v con<Iotto dal cen- 
tro alla curva, datane la direzione /m. 



— . 
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2.^ Se debLasi trasportare Torigine delle coor- 
dinate nel centro, senza mutarne la direzione; allora 
(A)i ( fatto / = i, I» =3 o, / =5 o, hi' =3 1 ) diverrà 
Ax' H-By -h 2Cxr — (D H- A'« -I- B'/3 )= o . 

38. DIAMETRI. Determinare' una linea diame^ 
troie è (per la definizione §• 36 e) lo stesso, che de- 
terminare il luogo geometrico del punto medio a/3 
di una corda 2</ moventesi parallelamente a se me- 
desima. La sémicorda t^, partendo dal punto tf/3 e 
terminando al punto xjr della curva (À) , è rap- 

presentata dalf equazione v=i — - — c=:- i-.So- 



stituendo in (A) or = /v^ -4- «i^ = mv' + /3, otter- 
remo come sopra il risultato (A)», ove la direzione 
Im di s^ si deve supporre costante, e variabile il 
punto medio ol^. Ora l'equazione (A)^ non può da- 
re per la semicorda, v due valori eguali e di sca- 
gno contrario, come si richiede, se non sia 

o=R=(A/-+-Cm)a -f-(BwH-C/)/3— (A7-HBm> 
Ma questa condizione dimostra che ft/3, punto me- 
dio di 2(^9 scorre sulla retta 

(R) {kl-¥^Qrn)x -f- (B/» -h Ql)y = A7 -4- B'/i»t 

la quale è verificata dalle coordinate del centro. 
Dunque \^ nelle linee di seconda ordine ogni dia^ 
metro è una retta^ e passa pel centro quando esi^ 
ste; 2*^ condotti due diametri^ se s^incùmrano, riu" 
contro sarà il centro:^ 3.^ // diametro coniugato ad 
una data corda^ è la retta che passa pel suo mezzOf 
e pel mezzo di un altra corda parallela alla data» 
La direzione Im delle corde coniugate al dia- 
metro R == o, si dira direzione coniugata a tale 
diametro-, e viceversa, il diametro R =: o, si dirà 
coniugato alla direzione Im. 



91 
Si noti che le due equazióni Pp*— S'fc=o, 
R e= o, potrebbero tener le veci delPeq nazione (A) 
nel rappresentare le lìnee di second'ordìne. Infatti 
la 4.^ di quest^equazioni fa conoscer le corde 2y 
corrispondenti ad ogni punto del diametro rappre- 
sentato dalla 2.^; e con ciò ambedue fanno cono- 
scere pienamente la curv^. 

a) Se la direzione tm sia la direzione del dia- 
metro (R), avremo pel noto teorema (§. 31) 

o = /'(A/ 4- C/7^ ) -h m (Bm -4- C/ ) =^ Q : 
così Q = o, determina la direzione Vm di un dia-^ 
metro^ conoscendo la direzione Im delle sue corde 
coniugate^ e s^iceversa^ 

Inoltre dalFidentita 
/'(A/-HCm)-4-w(BwH-C/)^/(A/'-hCm')+m(Bw4-C/) 
si rileva, che se la direzione tm delle corde con-' 
iugate ad un diametro R' = ò, è parallela ad un 
altro diametro R = o; anche la direzione Im delle 
corde coniugate a questo^ è parallela al primo; e i 
- due diametri sono coniugati tra loto (§. 36 e). Dun- 
que 1.^ data la direzione di un diametro, l'equa- 
zione Q =a o farà conoscere là direzione del con- 
iugato; 2.^ Condotte due corde parallelamente ad 
un diametro^ i loro punti di mezzo determineranno 
il diametro coniugato al primo. 

b) Trovar l'angolo che una corda fa col suo 
diametro coniugato. 

Soluz. Designiamo per p la retta che sugli as- 
si (J^), (jdì ha per proiezioni ortogonali A/ -f- C/n, 
Bm -I- C/. L*angolo 9 che la corda 2i^ fa col dia- 
metro coniugato (R) , sarà in virtù della formula 
nota (§. 32) 

psenG—l{Al'^Cm) -^-m(Bw-f-€/)== 
AP -f- Bw^ ~K 2Cml =« P. 
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Jfotaé 4.^ Se risalti. P=!0, sarà senQ=^o, e 
per conseguente la corda 2(^ parallela al diametro 
cui è coniugata: assurdo manifesto. Dunque allor- 
ché risulta P==o, la retta 2i^ non può esser cor* 
da, ne deve porsi R = o. Dunque la conditone 
essenziale alVesistenza di una corda parallela ad 
una data direzione Im^ e del diametro corrispon^ 
dente (R), si riduce a ciò che non riesca P === o. 
2.^ Il rapporto tra /, m^ che serve a determinare 
la direzione di una corda, essendo da principio ar- 
l>itrario, si può in infinite guise prender così che 
non renda P=o, a meno che non sia o=A^=B'=C, 
cioè a meno che Tequazione (A) non cessi di esser 
di secondo grado. D* altronde è cosa evidente per 
se medesima, che in ogni curva reale possono esi-* 
stere infiniti sistemi di corde parallele^ e però in- 
finiti diametri* 

Intanto noi conosciamo il significato geometri^ 
co deVoefficienti R, Q, P deirequazione (A)i. R==o. 
è Tequazione di un diametro coniugato alla dire- 
zione Im; Q =3 o esprime la condizione perchè la 
direzione /W appartenga a tale diametro; e 
P cse psenGy somministra Tangolo che cotesto dia* 
metro fa colle corde coniugate* 

39. Ridurre {k)t alla forma più semplice. Sup- 
posto P diverso da zero, prendiamo per asse delle 
ascisse il diametro coniugato alla direzione /W del 
nuovo asse {j- V cioè prendiamo il diametro che 
nel sistema de^primi assi ha per equazione R^ s=3 o: 
affinchè Im sia la sua direzione, conforme alla ipo- 
tesi, dovrà essere Q =3 o* Ciò posto l'equazione ( A)i 
diventa 

(A/ * Po:' .+. vy — 2Rx — . S = o . 
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Or qui possono avvenire due casi: o il coefficiente 
P risulta eguale a zero, oppure diverso da zero. * 
Nel l/' caso la (A)' diviene 

(B) Py — 2R^ ^ S t=o ; 

ed è a notarsi che Tevanescenza di 

Q = (A/ -4- Cm)t -I- (Bw 4-C/) m\ 
non può trar seco Tevanescenza di 

P » (A/ -+- Ci») / -^ ( Bm •+• C/ ) m , 
senza che sia 
o=rA/ +• Cm=^ìn -4- C/, e però R =» A7 -h- B'/n# 

Infatti^ se ciò non fosse, le due equazioni Q=b09 
P == o, esprimerebbero che le direzioni Imi ^^ ^^1 
diametro e delle corde coniugate, coincidono colia 
direzione della retta (§* 31) 

(A/ 4- Cm)x -h ( Bw -♦- C/)j^ = o; 

cioè esprimerebbero V assurdo che il diametro è 
parallelo alle corde che dimezza. Viceversa , non 
può essere 6=t pj ^-^-^ Cm = B/» -^ C/, senza che 
Tevanescenza di Q tragga seco quella di P. 

Nel 2.^ caso, ponendo l'origine AjS nelTincon- 
tro de'due diametri R^ = o, R = o, i quali sono 
coniugati a causa di Q = o, la (A/ si riduce a 

, (G) . . . Por' 4- F/^ = S = D 4- A'« + B> 

Così l'equazione (A) è sempre riducibile ad 

una delle due (B), (G), delle quali la prima (non 

potendo divenire omogenea rispetto ai termini che 

. contengono le coordinate) rappresenta le linee /^r/^ 

• ve di centro (§• 36 </), e la seconda rappresenta le 

. linee simmetriche intorno alforigine. 

Le linee di second'ordine possono adunque di- 

, vidersi in due classi: in linee senza centro^ ed in 

linee con centro» Si le une come le altre sono còm- 
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prese nelFequazione unita (A/; e si dicono sezioni 
coniche, perchè si offrono con tutte le loro varie- 
tà nelle sezioni piane di un cono a base circolare. 
a ) Affinchè T equazione (fi) rappresenti una 
curva, è necessario che il coefficiente R risulti di- 
verso da zero. In questa ipotesi surrogando 

S 
X — ^ ad X, (B) diventa 

2R 

(B), .. . ..F/ = 2Ra?i 

la quale, essendo verificata da o ==s ^ = j-, dlmo' 
stra che Torigine è sopra la curva. Dunque ogni 
volta che R è diverso da zero, Tasse {x) attraversa 
certamente la curva, e ponendo quivi Torigìne ap, 
sarà S == o. È evidente che, cangiando all'uopo il 
segno di «r^ si può fare in modo che il coefficiente 
di a: abbia il segno che più aggrada. Quindi Te- 
quazìone (B)t, non potendo assumere nella sua sem- 
plicità un'altra forma essenzialmente diversa, rap- 
presenta una sola specie di curva, chiamata para-- 
boia (Vedi il §. 43). / 

b) Neirequazione (C), supposta S positiva, (se 
non lo fosse, si renderebbe tale cambiando il se- 
gno a tutta Tequazione) possono avvenire due casi 
rispetto ai coefficienti P, P'. Poiché i.*' o sono am- 
bedue dello stesso segno, e dovranno risultare po- 
sitivi (altrimenti l'equazione avendo il primo mem- 
bro essenzialmente negativo ed il secondo positi- 
vo, sarebbe assurda); 2.^ o l'uno positivo e Taltro 
negativo, e sark indifferente alla natura della linea 
il supporre negativo piuttosto Tuno che l'altro, es- 
sendo arbitraria la denominazione degli assi coor- 
dinati: noi supporremo negativo P'. 

Quindi l'equazione (C), potendo assumere due 
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forme essenzialmente diverse e due solci compren- 
de due specie di curve. 

1.' Ellisse P«* H- py rsst S ; 

2.' Iperbota . . . .Par' — P>' =5 S . 

Fatto | = a%Ì = fe%dondeP = | ,P'=^|. , 

coleste due equazioni divìse per S, diventano 

a.' y 

(C) ^ -+- -^y- = < » e quindi 
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ove le quantità a^y idts b^ sono i quadrati di due ^e- 
tnidiametri coniugati^ cioè rappresentano i quadrati 
delle distanze reali o immsiginarie che intercedono 
tra il centro ed i punti ove gli assi (x), (j-) attra- 
versano la curva (vedi i §§. 46, 47). Ed è a notarsi, 
1.^ che si passa dalla ellisse alla iperbola solchè 
81 cangi b in 6J/*— 1; 2.^ che de^due diametri dell* 
iperbola 2a, 2b[^ — 1, Tuno reale e Taltro imma- 
ginario, il reale attraversando la curva si dice diu" 
metro trass^erso; 3.^ che due diametri coniugati se 
sono principali, cioè ad angolo retto, si chiamano 
assi della curs>a^ de^quali il maggiore nella ellisse 
e il trasverso nella iperbola, si dice primo asse; e 
Taltro secondo asse: il primo asse si designerà co* 
stantemente per a; 4.^ Che supponendo P, P' co- 
stanti, a^, b^ crescono e diminuiscono in propor- 
zione con S. 

Direzioni principali. 

40. Diremo coniugate le direzioni /m, /W vin- 
colate da 
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Q rs= (A/ -+• Cw/ -h (B«a -f- Cl)m'^0f 

cioè /e direzioni di ogni sistema di a^si coordinati, 
rispetto ai quali Vequazione delle linee di second 
ordine assume la fonna (A)'» E due direzioni con- 
iugate si chiameranno principali , allorché sono 
perpendicolari Vimd alTattra. È cvidertte che 1 esi-» 
stenza di un asse principale (§. 36 d) trae seco ne- 
cessariamente resistenza di dde direzioìii principali» 
Fimiamo 

(Ai -f- Qm)3t + (B/w + Ct)Y =^f(tm)i 

supposte coniugate le due direzioni //», tni^ si pò* 
tra stabilire, a causa di Q = o, 1.^ che delle due 
rette f{lm\ fitni)^ ciascuna Ò pai^allela alla dire- 
zione di cui è funzione ral tra (§^32), e che per 
conseguenza , quando le direrfoni soni principali , 
ciascuna di cotesfe due rètte èr perpeìidicolare alla 
direzione di cui essa è funiiome; 2.® che quindi 
perchè una direzione Im sia principale^ è necessa- 
rio e basta che sia perpendicotàfe alla retta f(tm\ 
Pertanto , rappresentando per p la retta che 
sugli assi ( ^ ), (/ ), ha per proiezioni Al -fr- Cm, 
Bw H- C/, e per z Tangolo degli assi (jc), (j^); a 
determinare le direzioni principali Im^ si avrà la 
proporzionalità (§. 32 b) 

p _ A/ -H C/yt _^ Bm^CX _ 
\ / -#- mcosz m -f- Icosz 

Al' "h Bm^ -4- 2Clm _ P 

/' -+- w* -f- 2t mcosz 1 

È palese, che se fosse cognita p, la cognizio- 
ne della direzione Im dipenderebbe da un^equazio- 
ne di primo grado. Cerchiamo adunque un^equazio- 
ne tra pei coefficienti A, B, C, eliminando Im 
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dalla riportata proporsioHalitk. Combiiiandò ivi il 
primo membro col secondo si ottiene 

p{J -h mcosz) =^Al-i^ Cm; 
e ponendo in evidenza i coefficienti totali di /, m, 
e poscia alternando /, A con m, B, 

, V (p — A) / + (pcosz — C)m = o, 

: equazioni^ ciascuna delle quali, cognita che sai'k p^ 

l 

darU il valore del rapporto ^ » e conseguentemen* 

m 

I te combinata con 1 e= /' -4- w^* -t- 2lmcosZj deter- 

, minerà la direzione Inh 

j pa esse^ eliminsmdp m e dividendo per /, $i trae 

{p — AX/>-^P) ^(.pcp.sz — C)* ^0, 

I e ordinando per p , 

\(p) p ,,» p^seni^r^ (A-f-B— 2Ccoj2)/>H-AB — fftaso; 

( equazione che ael caso degli 9$3Ì i^\ (7) ortogonali, 
? diyepta 

»i /i*-(A+B)>[> + AB^C'«oo. 

Cosi U determinazione delle direzioni prineipMi 
dipende dalla cognizione delle radici deU'eqaazio- 
n^e (p). Si avverta che ad ogni radice reale di (p} 
e diversa da ^ero, corrisponde una. direzione In^ 
perpeudicolare a un asse principale ( §» 38 6 ). 

a) Zi' equazione (p) ha sempre le sue radici 
realij ed una almeno di\fersa da zero. 

Pim. Supponiamo ( poiché è lecito %. 39 ) che 
l'equazione (A) sia ridotta alla forma 

(Ay . , . , Aa:^+ B7* — 2A'a: — D =0 : 
Tequa^ione {p) ( fatto G = o ) diviene 

ip)fk • p p^ p^sen\ — (A -f- B)/i -f- AB =5 o. . 
Ricerchiamo adesso b condizioai 9 per<?hè o tutte 
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due la. radici di (p)%f o una, o nissuna sia e^ale 

a zero» 

1.^ Perchè le radici di (p)^ riescano tutte due 
eguali a zero, si richiede che ne svaniscano i due 
ultimi termini ( Algebra ), o che si abbia 

i!" AB=o, 2.^A-+-B=o. 
Se per verificar la 1.^ di queste, si pone s=a o una 
delie due quantità A, B, per es. A; la 2.^ diven* 
ta B c= o. Così non si può verificare simultanea- 
niente la 1* è 2*^, senza che sia o = A = B, cioè 
^ni^ che l'equazione (A/ cessi di essere di secon« 
do grado. Dunque 1* equazione {p)% non può avere 
uguali a zero tutte le sue radici. 

2.^ perchè una radice di {p)^ riesca =: o , si 
richiède che sia {Jlg) 

AB = o, 
cioè == o, uno dei due coefficienti A, B. 

3.^ Perchè nessuna delle radici di {p)^ riesca 
s=3 o, si richiede che non sia := o il prodotto AB. 

In ogni caso l'equazione {p)% risoluta sommi- 
nistra 

;^=2^^C A -4- B =fc= k^[(A -f- B)^ — kKRseri'zìy 

óve le radici sono sempre reali, essendo 

( A -f- B )* •— 4AB = ( A -- B )", e però 
( A-4-B )'>4AB, e a fortiori > AfiBsen^'z^ 

Risulta da questo esame che Tequazione (/>)9i 6 per 
conseguenza (jo), ha sempre le sue radici reali, ed 
una almeno diversa da zero; e che però esiste sem* 
pre un asse principale per lo meno ( S« 38 b ). 

Dunque Fequazione (A) può sempre ridursi col 
metodo già insegnato ( §• 39i) alla forma 

Px^ -f- Py * ^ 2Rx -• S = o , 
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in modo che U direzioni /it»» fm de^nuoTÌ assi (x)^ 
(r)* siano principali. Irijquesto caso i. coefflcenti 
P, P' sonOf cornee noto ( §• 37. a ), ciò che diventa 
A/^ -f-B/»* -4- 2Clmj allorché la direzione //n si sup- 
pone principale; sono adunque h radici delVequa- 
^one (p\ e però sarà 

AB — C' = PP>Mri 
E poiché tali coefficienti debbono essere ambedue 
reali dal momento che n'esiste, uno ( §• 39 ), si ha 
un nuovo motivo per conchiudere che le radici di 
(p) sono reali. Quindi il numero delle positive (per 
la regola di Descartes) sai*^ eguale alle variazioni di 
isegno. 

b) Ciò posto, le radici reali di (p) possono 
risultare o una eguale a zero, o, ambedue dello stes* 
so segno, oppure di segno divèrso. Nel primo casa 
il binomio A^ iQlf?- prodotto di tali radici, sarà^ 
ìiullo; sarà positwQ nel secondo; e negatisi a nel ter- 
zo. Quindi affinchè Tequazione (À) possa rappre- 
jsentare o una parabola, o un'ellisse, o un'iperbola; 
dovrà essere 

AB-^C*>Vo. 

Si noti che, supposte A» B positive) se fossa 
AB — C* = o ^ ossia 

risulterebbe A-4-B>2C« 

e che perciò se fosse AB — C > o, ossia C*<AB, 
risulterebbe a fortiori A + B > 2C > 2Ccoj^ ; e 
conseguentemente Tequazione {p) offrirebbe due va- 
riazioni di segnO| e positive le sue radicit 
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d ) Data una linea di second*ordine, è necessa- 
riamente determinato il rapporto tra i coefficienti 
P, F, radici dell'equazione {p)\ quindi coinunc|[ue 91 
trasformino le coordinate, e 91 mutino in corri spon^ 
za i coelficìenti A) Bt C ^deirequaztone (A)ì il rap- 
porto delle radici deirequazione ip] resterà immu-* 
tabi le. ♦Vtii^ 

e) Se le due radici P, P' di (/>) sono eguali, 
Tequazione (A) non potrà rappresentare altra cur^ 
va reale che la circonferenza ( $.36 e )« In questo 
caso esisteranno evidentemente, infiniti sistemi di 
direzioni principali. Se 1q diie radici di {p) sono di« 
sugnali, a ciascheduna di esse corrisponderà una 
particolare direzìqn principale lm% ed una sola (^). 
Pertanto le linee di seconcf ordine offrano due sole 
ifireziani principali, fratine In circonferenza che /la 
Jia inp-nite^ 



(*) Tofatti supponiamo cbe (A) sia da bel principio 

Pjc* 4- Py* — 2Ra: — S = o, 

e principali le direzioni (iegli «S9Ì (x), (j^). L'ec^uazioni {Jtnt\ dcN 
fttiuate a aòxnministrare le direzioni principali, divedranno 

o = (p — P) /= (;>— P)m, 1 ^V -^m^ . 

Ciò poalo, folcendo /» = P, sarà m =3 o , ed /si» oioè alla 
radice P di [p) corrisponde una «ola 'direcion principale , 
quella dell'asse (j:). £ per ragion di simmetria alla radice P' 
di [p] corrisponde la sola dire^ion principale dell'asse {y)* Quan- 
do poi si ha P = P^ allora ogni direzione può assumersi ptr 

principale, risultando ^ — l- — ih» 

o 
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Parametri e fiioóhìé 



41. Neir^Ilissé ed iperbola^* ==s (a^.^x^)x 

ti^asportiamo I^origine delle coordinate dal centro' 
air estremità ( a?==qF^, j^=^o ) del diametro 2a t 
ad X converrà surrogare a:=^a^ e si* avrà 

^»=« ^'( =fc 2a* - ^ )\ 

a .... 

Ciò posto, nelle tre linee di second'ordiae rapn 
presentate da 

il coefficiente della prima potenza delP ascissa x ^ 
considerato come rappresentante una corda, si dice 
parametro^e sì suole designare per ip* Si ha dunque 

2R 
1.^ 2/1 = — , e però a? : jr :: j^ : 2p ; 

2t* 
2."^ 2/> e» — , e però 2a t 2A :: 2bt2pt 
a 



Cloe il parametro^ nella parabola è una corda terza., 
proporzionale dopo V ascissa e l'ordinata; e dopo il 
primo ed il secondo diametro coniugato nella ellisr 
se ed iperbola* 

a ) Intanto il paragone dell'equazioni 

y=i 2px qp — ;p ===* ^P^ =*= 



— f 
a" a 



dimostra, che quanto più cresce a e diminuisce Xj 
tanto meno il primo membro differisce da 2p^ 

nelle due ultime, e però dalla mutua coincidenza' i 

4 
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punti corrispondenti delle tre curve. Dunque i»^ gii 
archi ellittici ed iperbolici, tanto meno differiran" 
no dai parabolici^ quanto saranno più prossimi al 
vertice^ ed avranno maggiore il primo asse; 2.^ f el- 
lisse e nperbola si trasformano in una parabola^ al- 
lorché il primo asse diventa infinito^ quindi dalle 
proprietà delle prime due curve , potranno, subito 
dedursi le proprietà corrispondenti della parabola. 

b) 1 nomi imposti alle linee di second'ordine 
di parabola^ di ellisse e d^iperbola, significano cur-- 
va per eguaglianza, curva per difetto^ e curs^a per 
eccesso; e sembrano' trarre origine da ciò che nelle 
medesime curve, y è rispettivamente t=, <, >2px. 

42. Fuoc09 in cisiscuna delle linee di second'or- 
dine, è sài primo asse il piede di un. or dinata egua-^ 
le al semiparametro. Nella parabola, crescendo le 
ordinate continuamente insieme colle ascisse , non 
può esistere che una sola ordinata eguale al semi- 
parametro, e però un fuoco solo : mentre nelle al- 
tre due curVe, attesa la loro simmetria intorno al 
centro, debbono esistere due ordinate eguali al se- 
miparametro, e però due fuochi. In queste si chia- 
ma ECCENTRICITÀ* la distanza tra il centro e ciascun 
fuoco, e si suole rappresentare per ae. 

a ) Trovare il fuoco della parabola jr*=a=2pa: , 
supponendo (jf ) asse principale. Soluz, Il fuoco de- 
ve coincidere ( per la definizione ) colVestremo di 
quell'ascissa oc the corrisponde a un'ordìnataj^==/j. 
Conviene adunque determinar quest'ascissa per mez* 
zo dell'esazione p^i=^ 2^x« Da qui si trae 

li 

cioè nellrji parabola lei distanza tra il fuoco ed il 
vertice^ è uguale a un quarto del parametro. 
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h) TrosXtre i fuòchi detta etttssé è detta iper^' 

bota ajr^ =±= Vx^ =2=5 =±t a^b^ ,* supponendo {pc) , {jr) 

assi principati. Soluz. I fuochi debbono coincidere 

( per la definizione) cogli estremi di quelle ascisse x 

che corrispondono alle ordinate y tssi p. Conviene 

I adunque determinar queste ascisse ( ciascuna delle 

I quali rappresenta reccentticita ae ) per mezeo del- 

I Tequazione à*p* =fc fc^jt:^ == r+z a^6\ , Or da quì^^.a 

causa a\ p = -r ^ si trae 

' Dunque la distanza tra il cèntro e ciascun luoco^ o»- 
^ sia l^ec<:entricita\ 1.^ netta ellisse e uguale al cateto 
^ di un triangolo ai^enie /per .ipotenusa il semiasse 
maggiore^ e il semiasse minore per V altro cateto ; 
ì.^ nella iperboià è uguale alla ipotenusa di wi tri-- 
angolo adente per cateti i due semiassi* 

e ) Nella formula a ;f b^ = «V, risulta . 
e<1 per la ellisse^ ed e >' 1 per la iperbola* Sosti- 
tuendo !=fc= fe^ = a' ( i -rr e' .) neirequazioae 
(ty^ ^ Vo^ = ì a^è^, si ottiene 

y' «.(< - e'X«" --• ^*)» 
equazione alFellisse o all'iperbolai secondochè ab- 
biasi e <, ovvero >1.' . 

Nota. Nelle line^ di $eeond*oirdine raggio vet- 
tore è una retta qualunque condotta dal fuoco air 
la curm. 
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PABABaL.4 



Considerata rispetto alla forma^ diametri^ 

e raggio rettore* 

43. L*equazione della paral>oIa Py*— 2ILr=o, 
soBuninistrando 

2R 

dimostra chef ad ogni valore di x corrisponde trna 
corda 2r, la quale per x negativa è immaginaHa; 
per or s= o, nulla^ e però prolungata diventa ton* 
gente (§. 36 e); ed in segai to~ cresce continua per 
X positiva e crescente. Quindi la parabola^ luogo 
geometrico di tale equazione, si compone di una 
branca con rami infiniti (fig. 10). Inoltre la mede- 
sima equazione dimostra pure. che il quadrato delV 
ordinata varia in proporzion delCascissa. 

Se ih P'/* — 2R;r — • S == o, riesca R = o; si 

S 
avrà j- = sia [/'«—,, la quale rappresenterà o un si- 

stema di due rette parallele, o una retta, o nien- 

S 
te, secondochè sia ^ > , =a ^ < o. Dunque wirie^ 

tà della parabola è un sistema di due rette pa- 
rallelcj reali o immaginarie^ distinte o coincidentL 

44. Affinchè Tequazione (A) possa rappresen- 
tare una parabola, abbiamo veduto dover risultare 
(§. 39) o 7= A/ -4- C»* = B/» -I- a, donde 

, e però G == ^^AB, ove al radi- 



-C B 
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cale converi^mo di sottintendere il segno eis, secon- 
dochè G sia positiva o negativa. Ciò posto isaifa 

7== Fb'^ P'' conseguènza — c=,-p^=, 
l/^(P -h m' H- 2lmcosz) 1 



1^{A + B — 2Gcosz) i/"(A-f-B~2Ccojz) 

dunque la direzione Im deMiametri è costante, os* 
sia tutti i diametri della paràbola sono paralleli 
fra loro. 

L'equazione R'ao de*diametri, divenuta 
(A/' -4- in'|/"AB)ar H- (Rm' -+- t[rkS)r= A't -|- BW, 

ossia (/i/"A 4- m\rB){xirk -f-^k^) = AY -H BW, 
si cangia in 

mentre Tequazion più generale (A) della parabola 
assumerà la forma 

(2) . . . (xi/^A+ji^)" — 2(A'^+B»— D=o. 

L* intersezione del diametro (1) colla parabola (2), 

^ A7'-hBW . .1 11 . . 

fatto -;; — : 7 — -7 = Q. SI riducc alla mtersezio- 

/^l/^A -h /» i/^B ^' 

ne delle due rette 

(3) . . . X1/-A -4-^I/B e= ^, A'ii:-i-B>-»?=Ì(^'— D); 

e questa intersezione sarà Torigine ccjS della para-* 
boia (B) (§• 39 a). 

a) Per determinare Tequazione (B) della para*" 
boia riferita a due assi ccCliugati, avremo 

p' = QYk -f- mVB)% 
lìn=A7 , B-ni- AVB-B^l/^A 
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e quindi r =b , x.'==- — ^—^ — - — --. Se 

la direzione tm è principale , V sarà la radice 
diversa<da zero dell'equazione {p)% e però sarà 

(§. 40) F =s» , 5 r-. — , e quindi 

sen z 

, ^(AVB— BVA)«tfn'« 

r =«2 ~x. 

(A -I- B — 2Ccoszy*^ 
E la direzione tm\ siccome perpendicolare al dia- 
metro (1), si trarrà da (§. 32 b> 28) 



r 



m 



1 



senzyr{,k •+• B -- 2Cc(rsz) 
b) Supponiamo parallele le due rette (3): sarà 
(§. 28 f) Alt B' : : \/-A : [TB. Sostituendo 

B 
B = A'i/^-— nell'equazione (♦), otterremo 
A 

(^(/-A -I-7KB)' — 2— (xi/^Ah^T-I/IB) wD=o, 

i| 
donde a:[/'A H-^j/^B = — ^[A' db ^/^(A'' h- AD)3; 

|/*A 

la quale dimostra che nella fatta ipotesi la para^ 

boia si Hduce ad un sistema di due rette parala 

lele , reali o immaginarie , distinte o coincidenti , 

secondochè abbiasi A'^ •+• AD > , <, e= o. 

iVbfa.* La parabola (^ può considerarj^i come 
generata dalla itìtersezione M ( %. T ) di due rette 
MQ, MP aventi per equazioni 

orl/^A -f 71/^B == gk, Ax ■♦- iB> = g'k\ 
e mobili in guisa che le loro distanze OA: c=: A:, 
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OA:' = k' dalla origine O, verifichino la dOi ossia 
rendano 

g>;t' — 2gk' — D = o. 
C gì S sono le rette che sugli assi (x), {j') hanno le 
proiezioni (|/^A, J/^B), ( A', B) 3 

Se prendiamo per nuovi assi le rette Oor, 0/ 
rispettivamente parallele a Mk , MA:', i due trian- 
goli variabili OA'P, OArQ forniscono ( a causa degli 
angoli OPk' = M =OQk , e di senM = sewgg ) 
k '=^j'sen'gg'i le = xsen'ggt e quindi 

donde r*= - ^ ^ '^ 

^ g'^sen'gg 

D 
surrogando jc — ^' ■ — 7- ad ac'. E sì noti essere 

2gsen'gg 

(S- 28. 2') gg'senzsen^gg = A^B ~ B'l/"A, 

^seriz = A •+- B — iCcosz. 
e) Supponiamo che Tequazione (A) si riduca 
alla forma y^ = 2px^ che si abbia B=»<, A'= p^. 
o = A = G= B= D. Fermo ciò, sarà 

Ar -i- BW ^ 1, . 

4 .° ^ = TT =3 p -*, : e 1 equa- 

zione de'diametri a:l/"A Hh /k^B = 9, diverrà 

t y p 

^=p-, donde -^-,. 

S5a ^ il punto ove questo diameli^Q attraversa la 
parabola: la direzione tni delle corde coniugate a 
tale diametro, sarà pure la direzione della tangen- 
te t (§. 36 e) condotta pel punto ^7, e. però (§. 3^ e) 

,==~=^,equindty= j^; 
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donde . / caa'C-i == 2xt 

P 
da cui si ricava cbe, qualunque sia il diametro (or) 

cui si riferisce la parabola^ la suttangente ^ è sem* 

pre doppia delf ascissa x* 

Fatto -^ ^= /)', Tequasione /* =: — j? , diverrà 

jr^ 5=3 2/j'j:, e le coordinate a, j3 della nuova orìgi- 
ne rispètto all'antica, date da ccf/'A •+• P|/'B =» q% 
A « -+- B'/3 «, K^* ~ D), saranno 

m 'ni 

Per mezzo di queste formule dair equazione 
y^zssz2px^ relativa ad un diametro, si passa alPequa* 
zione Y^:=^2poc9 relativa ad un altro diametro. Se il 
primo diametro fosse Tasse principale, chiamato Q 
Tangolo che le corde coniugate al secondo diametro 
fanno colla direzìon diametrale /m, sarli 

l' = cosO^ ìift! = serS t 

, ce =6 ^pcot^O t j3 B3C ^co^9 ; 



seri^Q 

ove si avverta, che // prodotto del parametro p di 
un diametro qualunque pel quadrato del seno del^ 
le sue corde coniugate è costante^ ed è uguale al 
parametro dettasse principale^ parametro che però 
sarà il minimo di tutti. 

d) Data una parabola^ per trovare grap,Qamen^ 
te la direzione de diametri basta condurre due cor- 
de parallele e dimezzarle: la retta che passera pe* 
punti medii di tali corde, sarà un diametro. Poscia 



8è conduciamo due corde perpendiccflarl ù siffatto 
diametro, la retta che jmssera pe^punti medii di 
queste corde, sarà un nuovo diametro perpetidiéo* 
lare alle corde coniugate; sarà dunque Tasse prin- 
cipale. 

45. Nella parabola jr^ = 2px riferita alFasse 
principale^ esprimere il raggio \fettore di un pùnto 
in funzione delfascissa corrispondente. 

Soluz. Il raggio vettore (fig* 1 0) FM =3 1; còsh* 
dotto al punto M=3(«r,j^), e l'ordinata MP^ss^, 
danno luogo al triangolo rettangolo; 
FMP esBs {v^y^ X — ^p\ il quale fornisce 

\ 

donde (^ = j: -f- ^p^ 

cioè il raggio vettore è uguale alFascissa pia un 
quarto del parametro. 

Se 2p' sia il parametro del diametro iVIr, avre^ 
mo FM = v=^x -+-!;>=(§. prec. e) 



/■ 



cioè il parametro relativo a un punto M della pa* 
rabola è quadruplo del raggio vettore condotto a 
questo punto. 

Ifella parabola si chiama direttrice una retta 
DL perpendicolare alFasse, al di Ik del vertice A 
per un quarto del parametro. 

a) Ogni punto m della parabola equidista dal 
fuoco F e dalla direttrice:, ogni punto interno m 
è più vicino al fuoco che alla direttrice^ ed ogni 
punto esterno m' è pili vicino alla direttrice che 
al fuoco. Infatti PD = x -4- |p == F/i», ed Fm' <, 
Ym' > F^=:PD. 
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Quindi la parabola si può definire geometri^ 

camehter una curs^a^ luogo de punti situati ciascuno 

ad egual distanza dq. un fuoco e da una direttrice* 

' b) Per un punto dato condurre una tangente 

alla parabola. 

Soluz. Il punto dato o è sulla parabola in M| 
o fuor della parabola in r* 

Nel 1 ^ caso si conduca il raggio vettore FM: 
poi ML perpendicolare alla direttrice DL: tirata 
FL9 la retta MH perpendicolare sul mezzo H di FL, 
sarà tangente al punto M; essendoché^ tranne que- 
sto, essa avrà ogni altro pùnto fuori della curva. In- 
fatti se da un punto qualunque r di questa retta 
si conduce rF, rL, ed H perpendicolare a DL; si 
avrà rF = rL > r/, cioè il punto r più vicino alla 
direttrice che ^\ fuoco. 

Nel 2.^ caso, fatto centro in r con un raggio 
= >F, tracciamo sulla direttrice un punto L, o L': 
la bisettrice rT dell'angolo FrL sarà tangente alla 
parabola, e il punto di contatto si troverà laddor 
ve la retta condotta da L parallelamente all'asse (jr), 
attraversa rT. Imperocché essendo la bisettrice rT 
perpendicolare al mezzo della retta FL , si ha 
ML = MF. Quindi rM è tangente in virtù del me* 
todo che precede. 

e) Giova intanto ritenere, 1.^ che la tangente 
dimezza Tangolo FML compreso tra il raggio vetto- 
re ed il prolungamento del diametro M*r condotto 
poi punto di contatto; 2.^ che per conseguenza un 
raggio vettore FM ed un diametro Mr, condotti ad 
un medesimo punto della parabola, inclinano con 
eguali angoli FMT, xìAr alla tangente, e però an- 
che ad MN normale alla curva. (Quindi i raggi lu- 
minosi, e in genere tutti ì raggi elastici ,xM parai- 
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leli all'asse, incontrando la parabola sotto Fangolo 
d'incidenza orMN, dovranno riflettersi per MF sul 
fuoco, in virtù del teorema fisico, che nel rimbalzo 
de'rag^i elastici Fangolo di riflessione J^jfMF debbe 
riuscire uguale all'angolo d^incidenza arMN). 

tf) Essendo rangolo FMT = XML = MTF, il 
triangolo MPT è isoscele, e però FT = FM =s jc -b 
^p ss a: H* FA: dunque AT =3 xi dunque // \ferti^ 
ce A eijiUdista dal piede della tangente e deirordi* 
nata. Dunque Tasse Ay passerà per H, mezzo di 
MT. Dunque se dal fuoco si abbassano delle per* 
pendicolari FH = q sulle tangenti della parabola, 
li luogo geometrico de'piedi di tali perpendicolari 
sarà Tasse (^). E a causa de*triangoli simili TFH, 
TNM, il fuoco F è ad egual distanza (^ dal piede 
della tangente e della normale, e q^ss^n^ e 
NA ==i^-+- ^/>=3a:-f-^, e per conseguente la stai* 
normale PN => />, cioè è uguale al semiparametro. 
Dunque MN = ii = j/^NP.NT = y'2pi^ , 

ELLISSE ED IPEEBOLA 

considerate rispetto alla forma^ diametri^ 

e raggio vettore. 

46. Se nelTequazione -^ "*" TI "^ ^ » facciamo 

a b 

successivamente ^ = o, 0:= o, avremo in, corri- 
spondenza jc = =4= ^, ^ = =t: &, le quali equazioni 
rappresentano i punti (db a, o), (o, =*= i), ove Tel- 
lisse attraversa gli assi (or), (jk)» e dimostrano es- 
ser due siflEsitti punti su ciascun asse , situati ad . 
egual distanza dal centro. 1 



L' equazione ^^<^^=si , somministrando 

j^ =5 db -^ !/"(«* •— a:*), fa palese che ad <^i .Talore 

di X corrisponde una corda 2jr^ la quale, se a: sì 
allunga al di Ik decimiti +a,— /z, è immagina- 
ria; per ;r =3= ± £1, svanisce e perì^ prolungala di- 
viene tangente (§• S6 e); in seguito, a misura che 
X dentro questi limiti si accorcia verso il centro^ 
cresce e nel centro sale alla massima grandezza 26. 
Potrebbe ripetersi lo stesso discorso alternando jXf a 
con ^9^* Dunque Tellisse, luogo geometrico di co- 
testa equazione, è una curva rientrante, «circoscrit- 
ta dal parallelogrammo PQQ'P' ( fig. H ) costruito 
sopra i due diametri coniugati 2a, 26, ed ha la for- 
ma ovale rappresentata dalia figura. 

Chiamato z l'angolo compreso fra i due semi-» 
diametri a, &, il parallelogrammo PQQ'P' sarà 

c= 2a.2bsenz =3 Aabsenz* 

a) Supposti gli assi (x), (jr) ortogonali, i.^ aB- 
hiasi a = fr : V ellisse si trasformerà nel circolo 
a?* -f-y = a* ( §. 26 e ). 2,'' Neirequazione 
Pjc^ -+- P3^* = S, risulti S = o : il primo membro 
essendo essenzialmente positivo, non potrà svanire 
se non con or, y; e però V ellisse si ridurrà ad un 
punto. Se risultasse 

, ^ BA'"-f- AB'* - 2A'B'G 
S =5D-fr- 



f ■* ■ 



AB~G^ 

Fellisse sarebbe iAimaginaria. Pertanto le 9arietà 
deirellissè si riducpno al circolo^ dXpunto^ e allW- 
lisse immaginaria. E Tequazione (A) rappresenterà 
un ellisse reale, o un puntp, o un^ilisse immagina- 
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ria, se con AB — C* > o ( §. 40 & ), risulti 
5>, =f<o. 

b ) Nel caso dell'ellisse immaginaria è u notar-* 
sì, che Tequazion gen^^le 

ia:^-4-By-h2Ca:/— 2 (A'x 4- B» -D = o, 
posta sotto la forma 

C jc l/"A H- ^^~- 3' •!- icrl^(AB — C) •^• 

l/^A A 



D) 



A^C ^ AB^ , AB^^ -H AB^" — 2 A B B 

^(AB — CO^ • AB-.G' 

mostra che fornirebbe sempre un risultato posi- 
tivo per qualsivoglia valore reale di x^ y* 

'33 

X r 
47. Se neirequazione ^ — -h c=5 4 , facciamo 

a b 

successivamente j- =o, ;r = o, avremo in. corri- 
spondenza or = =t: a, j^ == rb h[/^ — - 1 > le quali e-«- 
quazioni manifestano che la ìperbola attraversa Tas- 
se {x)^ in due punti reali ( ^^^^i o \ e Tasse (/) ia 
due punti immaginari! ( o, =t: 01/' — -> 1 ), situati aa 
ègual distanza dal centro. 



L'equazione ^,— • 71 = < » somministrando 

afe. 

a . a X 

dichiara che. ad ogni valore di x corrisponde ittia 
corda 2/, la quale, se x si abbrevia dentra i limili 
■+• ^» — fl » è immaginaria ; per x = rfc «, ^w 
mjC6 e però prolungata diviene tangente:, in segui- 
to, a misura che x si allunga al di là di questi li- 
miti, 2jr cresce continuamente, e progredendo ver^ 
so Tinfinito si avvicina, come a limite proprio ed 

thi . 

unicoi ad esser =5 2 ^ , di cui per altro i sempre 



\ 
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h ^ 

pili breve. Quindi le due rette J' =» rfc — or, incrd- 

ciate nel centro dell* iperbola, tendendo anìl>edfie 

a toccarla ad una distanza infinita, ne som) gli asin-" 

toti^ ed asintoti unici eridentemente al pari deiri-» 

perbola che abbracciano. Dunque Tiperbola, luogo 

h «* 

geometrico deirequazione ^ *= =b — ar(/"(i — — )t«i 

compone di due branche simmetriche, ed infinite^ 
separate sull'asse {x) da un intervallo 2a, e conte- 
nute dentro gii angoli opposti di due asintoti in- 
crociati nel centro ( fig, 12). 

Da questa descrizione si ricava 

1.^ Che, a causa deirequazion J^ =3 rt — a: de- 

a 

gli asintoti la quale per a: = a somministra jr==i±:;&, 
il parallelogrammo PQQ'F costruito sopra due dia* 
metri coniugati qualunque 2a, 25, oltre ài toccare 
Tiperbola co* lati 2^, 2&, tiene i suoi vertici sugli 
asintoti. 

2.® Che ogni secante i?r = — ^ , che attraver- 

' i. ^ ■ ^ 

sando Tiperbola termina agli asintoti, è dimezzata 

dal diametro (a?) coniugato alla direzione di tale se- 
cante- e che per conseguenza, se la secante si mata 
in tangente, la porzion della tangente comprea tra 
gli asìntoti, sark divisa in due parti uguali dal pun- 
to di contatto. 

a) Se gli astìi (^), (jr) siano ortogonali, ed ab- 
biasi a » b; riperbola prende il nome di equilate- 
ra. Se neirequazione Pa^ — ?>' *±=f S, risulti S = o; 

P 

SI avrà j^ =±:x |/^^ , la qjj^^le rappresenta un si- 
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stema di due rette dirergentU Pertanto le vurìetà 
della iperbola si riducono ad im sistema di due rat'* 
te dispergenti^ E Tequazion generale (A) rappi*e8en« 
terk un'iperbola» o un si&tema di due rette div€r«* 
genti, se con AB — C < o ( §. 40. b ), risulti S di- 
versa da zero, od ^^ o. 

b) Trasformare le coordinate delF iperbola in 
altre parallele agli asintoti^ ritenendo V origine nel 
centro. 

Soluz. Ad x, y converrà, sostituire Ix -^tj ^ 
mx -j- w^, ove //», Ini rappresentano le direzioni. 

da' due asintoti -^ = 4 * -^ == ^ , Designando 

a b a — b 

per d^ d le rispettive risultanti di (a^ h)% ( a^-^b )| 

avremo 

l m h V m i 



a b d a — fc d 

a b ^ a \ — fr 

donde / t=a -j , m «a -^ t * «='? » ^ = -nr 5 

d ' d d' d 

e quindi Ix "*" ^jr =?=^ ( '^ "^^ ) i 

X y . • '■ 

mj? -I- niy=sab ( -y ■^' j? ) • Surrogate ad x^y que- 

ste espressioni, r equazione ni — -- ^cs» 4 , 

si riduce a 

dd 

la quale ditnostra che le coordinate asintotiche delt 
iperbola sono reciprocamente proporzionali. 

Sia Tangolo compreso dai due asintoti, e pe- 
rò dalle due rette df d'^ segmenti de*medesimi. Il 
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triatigolo ( d^ 6^ it } cKe è s» iditsenS^ rìmìUmà^ 
dalle meÙL de*due paralklo^ammt eguali costruiti 
sulle componenti (a, b) ^ e (a^-^b)^ è uguale ad 
uno di tali parallelogranuni. Dunque T equazione 

xjrsenQ = j* ddsenO^ significa che il parallelogram' 

mo costruito sulle coordinate asintotiche cc^ y^ pre* 
se per lati^ è costante^ ed è uguale alla metà del 
parallelogrammo costruito sopra due semidiametri 
coniugati^ presi per lati. 

Airequazion precedente si perviene ancora co^ 
sL L^iperbola ^ 

può considerarsi come g^^nerata dalla intersezione 
delle due rette 

parallele agli asintoti, e le cui distanze k^ k daIPo« 
rigne O ( fig* 7 ) variano continue in modo da veri* 
ficar la (4), ossia da rendere 

gg'*ft' = f. 

C gì S sono rette che sugli assi {x)^ (j) hanno le 

4 4 4 4 

proiezioni ( -»i -^t)» ( --t r)3- 

a o ab 

Se prendiamo per nuovi assi gli asintoti, e osh 
serviamo essere 'gg =» n — &, si avrà (§. Uh nota ) 

k ^jrsenQ , *' = sesenB , gg'senzsenO « ^ (§.28^), 

e quindi Tequazion della iperbola tra gli aaiiitoti 

aysenO s» ^ absen^ 
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48. Neiréllisse e neiriperbola due raggi o se- 
midiametri si diranno coniugati o principali^ se Io 
loro* direzioni siano coniugate o principali. 
Neir espressione generale 
S 

""' ^ M-^hm^^2Clm ^' "" "^^^S^"^ ^ *^"^^*- 

to dal centro alla curva ( §. 37 & ) , supponiamo 

che la direzione Im sia principale: sarà ( §. 40) 

A/' •+• B/»* -f- 2C//7» =^p y ed il raggio principale 

S S 

si trarrà da «;»;= — , donde p = — . / quadrati 

p '^ (/» V 

de* raggi principali sono adunque reciprocamente 
proporzionali alle radici delt equazione {p) (§• 40), 
Neirequazione {p) fatto AB — 0* = U, sosti- 

S ... t;4 

tuiamo -^ a ^, e moltiplichiamo tutto per — t si 

otterrà 

(p) , . . ^4 _, (^ ^ B _ 2Ccojz) - (^*-H =- sen^z =o. 

Quest*e(|uazione, ridotta che sia al secondo grado 
facendo sf^ s= ^, rappresenta colle sue radici i qua- 
drati deVaggi principali; e colle proprietà de^suoi 
coelficienti vale a mettere in evidenza i rapporti 
tra i raggi principali e un sistema qualunque di 
raggi coniugati» 

Supponiamo che 1 equazione (A) si riduca alla 
forma a'^^ :±: è'^o?' ;=;= ri= d^b\ o che si abbia 
A^=t:&'^, B=;aS C;^o, S^±:a^b'* : sarà 

S 
U = =i=a^è'S --=1; e Tequazione {y) diverrà 

ì;4 _ {a'^:izU'^)sf^'±z d''ìi''$enH = o, 
la quale , chiamati a^ , ^ Z^- i quadrati de* raggi 
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principali, ha per radici a^j7t:b\ Avremo adunque 

per la teoria deirequazioni 

a * ±: y^ 5= a* =tr 6% a'^'V^sen^z = a'b\ 

Dalle quali formule si deduce: 

1.^ Che nella ellisse la somma^ e nella iper- 
bola la differenza de" quadrati de^ diametri coniugati 
è costante; 

2.^ Che nelFellisse ed iperbola il parallelo^ 
grammo costruito sopra due semidiametri coniuga- 
tit presi per lati^ è costante^ 

Nota (fig. 11). Il parallelogrammo PP'Q'Q c/r* 
coscritto alVellisse e costruito sopra due diametri 
coniugati^ oltre di esser costante^ è il minimo di tut-* 
ti gli altri parallelogrammi circoscrittibili aWellis^ 
se. Infatti consideriamo il parallelogrammo SrrS" 
circoscritto ali* ellisse in guisa , che i dianaetri 
paralleli ai suoi lati non siano coniugati. Il lato 
Sr=T^sark >»<iA= PQ, essendoché i lati SS', rr^ 
sono esterni airellisse. Quindi il parallelogrammo 
Sr è maggiore del parallelogrammo PQ' , avendo 
maggiore la base SV, e comune Taltezza. 

a) Neirellisse ed iperbola a^j^zizb^x^i=ds:a^b^^ 
supposti principali gli assi (jt), (jr)f analizziamo 
Tespressione di un raggio p, condotto dal centro al* 
la curva in lina direzione variàbile Im. Per Tellisse 
si avrà 

a^b^ 1 1 



a^m^ 4- bH^ ^"^ . ,a . ^* /a 

^rn^^l^ , m^ ^ ^ l^ 

b^ a» 

Ora questa formula, oye si avverta essere 



a^ 



1 =r /a -4« ,„2^ ^a ;> ja, e però ^m^ •+-/*> 1 , 
^w* H- -^ /^ < 1, manifesta che nelC ellisse i raggi 
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principali a, b htmno la proprietà di essere^ Fano 
il MASSIMO, e l'altro il minimo de raggi* 
Per riperbola si avrà 

%^ = _- = a* =a~6»- 



a^/»» — bH^ ,, a^ b* , 

^ ~ n ^^ ^^ — ; l^ 

b^ a? 

£ qaesta formula, ove si rifletta che il denomina- 
tore è massimo quando è massima la sua parte po- 
sitiva e minima la parte negativa ^ dimostra che 
nelViperbola i due raggi principali sono i minimi, 
rune dé'raggi reali o trasversi^ FcUtro dé'raggi im* 
maginarii. 

b) Allorché Tequazione (A) è a^y*±Ò^x^=dtui^b\ 

e però A==t6% B=a% D==±:a"&% o=A'=K=C; 

(essendo (j?), {jr) due diametri coniugati qualunque) 

1.^ L'equazione generale deMiametri R" = o, 

diventa 

a*r "^^ b^x 
a^nij db h^Vx = o, donde -=7-= — — — . 

/ m 

Sia xj il punto , ove questo diametro attrai- 
versa Tellisse o X iperbola: la direzione tm delle 
corde coniugate a tale diametro, sarà pure la di- 
rezione della tangente t condotta pel punto xy 
(§. 36 e), e però (§. 36 e) 

t= -7»'= — ,, e quindi — ^= — 7—^ » donde 
l m a^ H? b^x 

fl* jr^ a^ — ^\ 

ti = — 7;. -= — ( ) ; 

zfzb^ X X 

e la distanza OT = jc — ^, (fig. 9) tra il centro O 
e il piede della tangente sarà = — « , cioè terza pro- 
porzionale dopo X ed a. 
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, 2 .• VequBZÌùtì^ Q ==? o# diventa 

- -^ ^ ^ m ni qpi* 

a^mm z±z oHf = o, dpnde -- . ^ = -- ^-- y 



/Il m 



la quale dipipstra che nell'ellisse, essendo -y , --; 

rapporti di 3egnp contrario, due semidian^etri con* 
iugati noif possono esser al^braccii^li aiqbedue dall' 
angolo di due altri semidiaoietri cpniugi^ti; e che 

airincpntrp peiriperbpla, essfendp , r-^ del me? 

desimp ^egnp^ Fangplp di due $emìdiaii)etri conili? 
gati contiene Tangplp di due altri semidiametri cpn? 
ìilg^ti, pppure ne è contenuto. 



S S 

Patto ^ = a^^ -j = rt: h^^ Tequazipne 



x^ jr^ 



Vx^ -+- Fr* == S, fornisce =:;rr zt^i- = 1. 

Pe^ mezzp di queste fprmule dairequassione relati? 
va a un sistema di diametri coniugati, si passa air 
equazione relativa a uj^i aUrp sistema cfi diametri 
cpniugati. 



x^ . y-y 

, p) Neirelli^se e4 iperbola ^ db rj = 1 , le eprr 

4e che iini^conp gli ^stremi di un diametro 2^ con 
tin punto qualunque poy della curva, si dicono cor' 
de suppletnentarie. 

, Le (iirezioni Im, tm fii due corde yuppie meu- 
f(irÌ0 VP, y % sono coniugate. Dim. Partendo tali cor* 
de Tuna dal punto (a^ o), Taltra dal punto («*-*aro), 
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e tet^mìnando ambedue al punto a^, somministrano 

a: — a Y X -f. a y 

m 



l m ' r ' 



3c^ — a^ y^ 
e moltipncando, — — ; — = ^, donde 



3 



m ni ^ y^ qp& 

Supposto che a^ b designinoci raggi principa- 
li, ed 0), oi gli angoli onde le corde suppiementa- 
rie declinano dal primo asse 2a, si avrà 

tangGi= , tangos! = -^^ , tangcntango} t= • ; 

e quindi per Tangolo 6) — ci compreso tra le due 
corde suddette 



- ,^ tangù) — tangc;/ 2ay:(x^—a^) =p26^ 

tangUù^^c^ )= ^= / ^ -\ — ^= . 

\'^ango!itang(ù [a^'^pb^y.a^ ae^y 

Analizziamo questo risultato, supponendo jr positiva. 

2b^ 

i.^ La formula tang(oi — fi/)= , prova 

che, unito un punto M della ellisse cogli estremi 
delibasse aA = 2flf, Tangolo aMA == « — e/, avendo 
la tangente negativa, è necessariamente ottuso : il 
che d* altronde si rileva osservando tutti i punti 
della ellisse essere interni alla circonferenza de- 
scritta sopra aA come diametro. E poiché un an- 
golo ottuso è tanto pili grande, quanto minore è 
il valor numerico della tangente, ne segue che ran- 
gole aMA cresce con jr, ed è massimo quando ^ è 
massima, cioè = b. Così i diametri coniugati aper- 
ti col massimo angolo dà una parte, e però col mi- 
nimo dall'altra, sono paralleli alle corde che uni- 



122 

scono un vertice del secondo asse coi vertici del 

primo, e di più è facile a vedere che sono eguali 

tra loro, e però a l/^2(a^ -H b^) (§. 48). 

2b^ 
2.° La formula tangCo^ — * g)) = , dimo- 

stra che nella iperbola Y angolo «MA = fi> — ^' ^ 
avendo una tangente positiva , è sempre acuto, e 
diminuisce continuo, allorché J" cresce continua. 

d) IVosfore graficamente gli assi principali di 
un ellisse od iperbola. Con un raggio tirato dal 
centro alla curva, si descriva un cìrcolo, che sarà 
diviso in quattro archi dalla curva: i due diametri 
dimezzanti questi archi, saranno gli assi richiesti. 
Infatti i punti, ove il circolo taglia la curva, de- 
terminano un quadrilatero di cui ciascun angolo 
insiste sopra un diametro; determinano cioè un ret- 
tangolo: i due diametri coniugati alle corde rap- 
presentanti i lati di tale rettangolo, saranno per- 
pendicolari alle medesime, e però assi principali. 



49. NelVellisse ed iperbola (§. 42 e) 
j^* 7= (1 — e*)(a' — Jp»), esprimere i raggi {rettori di 
un punto in funzione delVascissa corrispondente. 

Soluz. I raggi vettori FM = i' , /M = i^' del 
punto M = (x, j^), e l'ordinata MP =^, danno luo- 
go ai triangoli rettangoli FMP = (v, y» ^ — ae) , 
fMP=(y\jrf a:-i-ae), il primo de'quali somministra 

Da qui 1.°/er l'ellisse (a causa di e<*,^<;tìf, 
e però ex < a) si trae 

i' = a — exz 
il valore di $/ può dedursi evidentemente da quel- 
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lo ài 0, cangiando il ^gno di e. Quindi 

? «/ == a -f- ex; 

fc, per conseguenza i> -+- 1/ == 2a, cioè /a somma de 
i ^^fi^ST*' s>ettori di un punto^ è ugUàle al primo asse. 
2.** Per riperhota (a causa di e >• 1, x^ct^ 
- e però ex^fl) si trae 
2f » p == ea? — rtt 

^^ il valor di sf pub dedursi evidentemente da quello 
di i^ cangiando il segno di a. Quindi 

i/ =r eor H* a; 

e per conseguenza ^ — i^ === 2a, cioè la diffef^enza 
de raggi vettori di un punto è uguale al primo asse» 
a) La somma delle distanze ai fuochi di ogni 
punto situato dentro Vellisse^ è minore del primo 
asse; situato fuori^ è maggiore. Infatti 

1.V» H-m'F</M-|-FM = 2tf* 
2.^ fni' H- n/T > /M 4- FM ^ 2tt* 

Quindi fellisse si può definire geometricauten'* 
tet una cursxt^ luogo de* punti per óiaicuno de" quali 
la somma delle distanze a due fuochi è costante. 

La differenza delle distonie ai fuochi di ogni 
punto situato dentro riperhold^ è maggióre del pri^ 
Ino asse; situato fuoti^ è minore. Infatti 

\ ''.fm-YM=fm'^mrmm)=fm-^mm^Vm^fmr'Ym^ 

%^fnC—Ym^fm'^-^m')—Ym<^^Ymi 

Quindi Viperhola si può definire geometrica men tei 
una curva^ luogo d^ punti per ciascuno de" quali la 
differenza delle distanze a due fuochi^ è costante» 

b) Per un punto dato condurre una tangente 
alteltisse o alfiperbola. 

Soluz. II punto dato ó è sulla curva in M (fig« 
11,42)i o fuor della curva in r. 
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Nel 1.® caso, condotti ì raggi vettori /M, FM, 
si prenda sulla direzione dell* uno /M una parte 
ML = MF, talché sìa /L = 2ai tirata FL, la retu 
MH perpendicolare sul mezzo H di FL, sarà tan- 
gente al punto M, esseniochè, tranne questo, essa 
avrà ogni altro punto fuori della curva. 

Infatti condotti ad un punto qualunque r* di 
questa retta i raggi /^, Fr, si avrS 
1.^ per la ellisse fL = 2a<:fr + rìj=^ft + rP; 
2.^ per riperbola /L ^ 2tf >/r — rL=/r — rF. 

Nel 2.^ caso, fatto centro in r con un raggio 
^ rF, descrivo una circonferenza; poi fatto centro 
in / con un raggio = 2a^ descrivo un^altra circon- 
ferenza che intersecherà la prima in due punti, uno 
de*quali sia Ls la bisettrice deir angolo FrL sarà 
tangente alla curva, e il punto di contatto si tro- 
verà laddove la nominata bisettrice incontra il rag- 
gio /L in M. Imperocché essendo la bisettrice rM 
perpendicolare al mezzo della retta FL, si ha 
ML = MF. Quindi rM è tangente in virtù del me- 
todo che precede. 

e) Giova intanto ritenere, 1.^ che la tangente 
dimezza Tangolo FML, il quale nella ellisse è sup' 
plemento^ e nella iperbola è uguale a quello for- 
mato dai raggi vettori condotti al punto di contat- 
to; 2.^ che per conseguenza i raggi vettori condotti 
ad un medesimo punto della curva, declinano con 
angoli eguali dalla tangente, nonché dalla normale 
MN. (Quindi i raggi elastici FAI che parton da un 
fuoco, incontrando la curva, se questa é un'ellisse 
sì rifletteranno, seguendo M/, nelfaltro fuoco^ e se 
una iperbola, si rifletteranno seguendo una dire- 
zione MR che passa per Faltro fuoco). 

d) Il triangolo /MF, nel quale la normale MN 
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dimezza ratigolo al vertice nella ellisse, ed il snp-i> 
plemento di tale angolo nella iperbola, somminr* 
atra (geom.) 
/M(d -H ea:) tfNti FM( ±z {a - ea:)) : PN 

t : /M t±= FM(2tf):/N t±:FN.2ae); 
donde PN = =fc «(rt — ex), /N'^^ ^(rt H- ew). 

Da queste espressioni possono derivarsene mol- 
tissime altre relative ai punti notabili OyN^P^P^T^ 
e alle distante fra questi punti e le rette che sì 
vedono nella figura* 

Equasuone potare, tette coniugate ai diametri , 

tangenti e asintoti delle linee 

di seoond* ordine. 

50. Nella parabola (fig. iO) si è trovato il rag- 
gìo vettore PM =t± <> := a? -f- ^/9 , ove x fe contata 
dal vertice A. Ora il triangolo PMP=(ì>, jKi ^^hp)^ 
fatto Tangolo APM = ^, somministra 
FP =^ X — ^/i = — vcos(f^ donde a: =;= ^^ -^ s^cosff* 

Quindi 9===X'^^p=±zp^0cos(ò, e però s>= . — • 

Nella ellisse ed iperbola (%. 41, 42) si è tro^ 

vato il raggio vettore FM = i; == db(a — ex\ ove 

X è contata dal centro O. Ora il triangolo FMP 

= (^» J^ ^ — <^e), somministra FP=i=a7 — ae=^±:s^cosf^ 

donde a: =flé rt vcos(f. Quindi i/ = d= {a — ex) = 

±1 a(1 — e") 
±ia^ oe* — esfcosf, e però <^ = 



4 -f- ecosf 



4 -+- ecojo» 

La formula ^^ 



4 Hrecosf^ 



126 

che vale a rappresentale la parallela , V elti^fe o 

r ìperbola , secondochè abbiasi e »= , <C f ^ 1 9 s^< 
chiama equazion potare delle linee di secoild'ordine< 

51. Trovare Feguaz^one della retta coniuga-^ 
ta a un diametro nel punto ocfi^ e F equazione dì 
tale diametro e della tangente. 

Soluz. Pel punto 0^ si conduca nella curva (A}| 
il diametro ( §. 38 ) 

( Aa -4- C/3 — A' ) / + ( B/3 -H Cflc — B' ) w = o j 
la retta coniugata a questo diametro nel punto a^ « 
avrà la direzione Im^ e però l'equazione 

/!;= ^— . s= ^ , ■ , Ora se nella precedente 

/ m 

ad /, m surroghiamo j/ — ^f» ^' — /3, e ordiniamo 

rispetto ad a:\ j^ si avrà la retta 

(1) .. (A«H-C/3 — A')ar'H-(B^-h €« — »)/= 

Aa»-l-B/3» H- 2Ca/3 — ( A'a-4- B'/3 ) , 

la quale, contenendo il punto corrente x'j 9 coin« 

cide con c,cioè è coniugata al diametro nel punto ol^. 

Siffatta retta debbe avere ( per la definizione 

§• 36 e ) la proprietà di camminare parallela - a se 

stessa, allorché segue il punto corrente xy del dia-^ 

metro coniugato. Quindi la proporzionalità (§. 28/) 

Aa?-^Cr~A^ Br-^Co:— B^ 
^^^ • • • A«-4-G/3-A^"=Ba^Ca-B^' 

rappresenterà il corso xy del diametro passante 
pel punto OL^. 

Se il punto OL^ sia in xy sopra la curva (A), 
la retta (1) direrrà tangente, e ( il 2^ membro del- 
la (1) divenendo^:::^ D -H A'aH-By a causa della (A) ) 
avremo 

(3)... (A^r>f^— A>V(Bj.^-Ca>-B^y^I)H^A,rH-F^ 
equazion generale della tangente in xj. 
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a ì Quando h dato il punto xj da cui si deb- 
he condur la tangente, allora sarà ignoto il punto 
ajr di contatto, e converrà determinarlo per mezzo 
deir (A) e della (4), che ordinata rispetto ad^,j^, 
s\ muta in 

(4).(Aa<H-Cy— AV-KByH-Gr— Fìr==^D4-AV 
equazione ad una corda coniugata al diametro con-- 
dotto pel punto afy. Quindi Tangolo che colati pas- 
sa per gli estremi di tale corda, ed ha per verti- 
ce il punto a^y , sarà un angolo circoscritto alla 
curva (A). Dunque ogni angolo circoscritto ad una 
linea di secomT ordine^ ha i punti di contatto agli 
estremi di una corda coniugata al diametro cfie 
passa pel wrtice delfangolo* 

Se cotésta corda (4) de*contatti gira intok*no a 
un punto qualunque x^, il vertice xy del corri- 
spondente angolo circoscritto scorrerà lungo la ret- 
ta (3), cioè lungo una retta coniugata al diametro 
passante pel punto a^. In generale si vede che da- 
to il moto della corda de*con tatti, si potrà subito 
determinare il moto del vertice yx^. 

52. Poiché Vasintoto è una retta 

X "— X Y •"" y* 

V = — - — = , che tocca la curva in un pun- 

/ m 

te xy situato a una distanza v infinita, per averne 
Tequazione, si sostituisca x=^ x — Iv^jr =y-^mi' 
nella (A) e nella (3) ordinata rispetto ad ^,jr, cioè 
nella (4) : quindi, divise Tequazioni risultanti l'una 
per (^^, e Tal tra per (^, si faccia ì; = oo : si otterrà 
in corrispondenza 

(5) P = A/^ -H Bm» -I-2C//» = o, 

(6) ( Aor'^^y _A^ ) /4. (]^'h.<>^— BOm==o, 

la prima delle quali somministra per la direzìo- 
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ne Im 

ni 4 

(5). -= - C~C=t=|/-(0-AB)1. 

Sapponiamo 1. G* = AB : sarà — = — —^ e 

dalla (6) si dedurrà ( §. 44 d ) x i/'A-i-j j/^B = 

A VB - B VA _ j, , , ,. 

■ = 00 . Dunque nella parabola gli 

asintoti non esistono. 2.° C* < AB: la direzione Im 
sarà immaginaria. Dunque nella ellisse gli asintoti 
sono immaginarii. 3.° C* !> AB : la direzione Im 
avrà due valori reali. Dunque nella iperbola esisto^ 
no due asintoti incrociantisi nel centro. E tali asio"- 
toti, essendo rappresentati da R = o coesistente 
con P = o, si potranno rigtmtdare come diametri 
paralleli alla direzione cui sono coniugati (§.38 b). 
iVb^a. L* equazione generale della tangente e 
degli asintoti si ottiene ancora rosi. NelFequazione 
(AK, cioè ( S. 37 rt ) Pv'* — 2R»; — S = o, la secante 
i^ riunisca in un sólo i due punti cooiuni alla cur- 
va, trasformandosi in tangente: (A)^ dovrà avere 
uguali le sue radici, e però risolversi in 

R 
R^^PS = o, i^ = p, 

La prima di queste equazioni esprime la con^ 
dizione, cui debbe sodisfare la direzione Im della 
tangente v di cui a^. è un punto. Quindi 1.** sup- 
poniamo ajS un punto corrente xjr di t^: R*-f-PS=:0 
rappresenterà le tangenti aventi la direzione Im ; 
2.** sostituiamo x — a^j — /3 ad /, m: R* -H PS == o 
rappresenterà le tangenti che partono dal punto 
a^\ e però se 0c^ è sulla curva, essa cangiata in 
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^ =^.4^ (a c$u9a (fi S r» ) rappresenterà ùpa tan- 
jgepte in^/3. 

Jnfine $je la Ungerle u $i VQj^lia infinita o asin- 
toto, sar^ P === ^= -*p= Q, e quindi 
fì ==K*ff.PS^=^ R, come $opra. 

.^IMlLITUDlIflV pEWIL ^VASTItV XST£SB 

I 

frit^rii di similitudine per le linee in genere ^ 
• ed in particolare per le linee 

' di second* ordine* 

^ 53. l^ue sistemi geofnetrici jjono s^mili^ se pos^' 

^ sono di^porsi in guisa^ che^ irradiando da un cen^^ 
^ tra i punti deltuno^ si attengano quelli dall'altro 
' pon "variare siffatti raggi in un rapporto costante*. 
'' in qiijesta disposizione i dMe 3Ìstemi si diranno cen- 
trati. Il centro, i r^ggi che ne partono^ il rapppr- 
^Q contante ip cui variano, si appellano centro, rag- 
gi e rapporti 4i similitudine. Chiamo simili od o- 
mologhi i punti situati sullo stesso rajggip^ e a di- 
stan2e dal ceptro che stiano fra loro i^el rapporto 
costante della supposti^ similitudine; ed i^lementi si" 
mili pd Qmologhi^ le parti che sonp luoghi geome- 
trici di punti pmplpghi. Lapnde peirpsteqsipTìi si- 
mili, sonp oqf^ologhi i Ipr punti singphri, non che i 
punti determinati per vìa di cpstruzioni identiche. 

Ciò postp^ si può facilmente conseguir Tevi-^ 
denza delle seguenti prpppsizioni. 

1.* // luogo geometrico di tutti i punti che 
attorno un centro sono simili in un dato rapporto 
ai punti di una retta ^ è un altra retta parallela 
alla prima^ compresa tra i medesimi raggi^ e stante 
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alla prima nel dato rapporto di similitudine. Quin- 
di due rette saranno simili attorno un centro, se lo 
siano i loro estremi : e ad una linea curva non può 
assomigliarsi che una linea curva. 

2.* // luogo geometrico di tutti i punti che at- 
torno un centro sono simili in un dato rapporto ai 
punti di una figura piana , è un'altra figura piana 
parallela alla prima e compresa tra i medesimi rag* 
gi. Quindi ad un angolo rettilineo o diedro non può 
assomigliarsi che un altro angolo rettilineo o die- 
dro di lati rispettivamente paralleli e diretti nel 
medesimo senso, cioè uguale; e due poligoni o due 
poliedri saranno simili, se lo siano i loro vertici. In 
generale, due figure saranno simili^ se lo siano i lo- 
ro contorni. 

3.^ In due figure simili sono proporzionali le 
rette omologhe, e però i contorni poligonali o cur- 
vilinei di parti omologhe, e in genere tutte le linee 
omologhe. Secondochè poi due figure simili sono di 
superficie o di volume , staranno fra loro come i 
quadrati o come i cubi delle linee omologhe, e per 
conseguente come le loro parti omologhe. 

4.^ Le tangenti ai punti omologhi di cur^e si- 
mili centrate y sonò parallele ed omologhe. Infatti 
due rette centrate sono parallele ed omologhe , se 
due punti dell'una sono omologhi a due punti dell* 
altra. Ora le tangenti a punti omologhi possono con- 
siderarsi come secanti parallele, riunenti in un solo 
] punti omologhi che aveano comuni colla curva. 

Per analoga ragione due piani che toccano in 
punti omologhi due superficie simili centrate, sono 
paralleli ed omologhi. 

a ) Se riferita una figura ad un centro, si pro- 
lungano in un dato rapporto i raggi al di là del cen- 
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tro, ne nascere una nuova figura somigliante alla 
simmetrie) della data, e che perciò può dirsi invera 
samente simile alla data. È facile a comprendersi 
che le figure irtifersamente simili, hanno le stesse 
proprietà che le simili direttamente. 

b) 1 criterii delle figure simili si riducono a 
mostrare, che sono sodisfatte le condizioni essenziali 
della similitudine prescritte dalla definizione; e pe« 
rò ad osservare, se i dati delie proposte figure sono 
sufficienti a renderle centrate in guisa, che Tnna rie- 
sca il luogo geometrico di tutti i punti simili, in un 
medesimo rapporto, ai punti delTaltra. Per questa 
via si potrebbero dimostrare i criterii di similitu- 
dine che sogliono darsi nella geometria elementare. 

54, Data V equazione di una curva qualunque 
/( '^•JK ) =^ o» troifar V equazione di un altra curva 
simile y riportata ad un sistema di assi^ omologhi- a 
quelli cui è riportata la prima. Soluz* Sia xjr un 
punto della prima curva, ed xj-' il punto simile 
della seconda : le ascisse «r, a:\ e le ordinate jr^ y 
di punti simili, avendo omologhe Testremità, sa- 
ranno linee omologhe. Dunque , per la proprietà 
fondamentale (3.^) de'sistemi simili, si avrà 

—, ='i-= ^, ove /x designa il rapporto di simi- 

litudine. Sostituendo x=^^% T=='\^J ^" f^^^J) = ®> 
si avrà tra x\j l'equazione /( /x-r', \i,y ) == o, la 
quale apparterrà alla seconda curva. 

a) Quindi per rilevare se una curva p(j^, J')==o, 
è similciaid un'altra ^( j?, ^ ) = o, basterà vedere 
se l'equazione 9^ ^9 ^ ) =^ o può ridursi, sia imme- 
diatamente , sia mediante la trasformazione delle 
coordinate, ad essere identica airequazione 
k f ( /Jur, i^r ) = 0, ove A: è un coefficiente costante. 
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55. Se Tequazione di una ciirya 
f{pc^y^ a^ bj e • • •) "^^^ o^ sìa omogenea ri$petto alle 
coordinate oc^j'f e ad una o più linee costanti a,b^Cf 
necessarie a determinare la natura e Tandamento 
della curva; siffatte linee si dicono parametri della 

curva. In questo senso, m yh:^2px^ — =fc: r;= 1, le 

linee /i, a, 6, sono parametri. Tutte le curve, che si 
possono rappresentare con una medesima equazio- 
ne dando diversi valori ai parametri, si dicono ap 
partenere ad una medesima famiglia. Cosi, delle tre 
precedenti equazioni, la prima rappresenta la fami- 
glia delle parabole chiamate JpQlloniane ; e le altre 
due, le famiglie deirellissi e delle iperbole. 

a ) Due curile appartenenti ad una medesima 
famiglia^ e con un solo parametro ^ sono simili. Dira. 
Siano /( -^c^, >"i « ) = o, /( ^, ^, a) = o, Tequazio- 
ni delle due curve riferite ad assi omologhi, e 

4 

^^zdk fx . I^a seconda equazione è identica alla 
a 

0=^ kf{[iXf lij'ja) = k fi fJ^, {^jTj V-a ), rappre- 
sentante 1<; curve simili alla prima, potendosi quivi 
sopprimere |x, per la supposta omogeneità rispetto 
ad^,;r, fl ( §. 6 (i) ). Dunque ec, 

Così le parabole ascendo un solo paranpetro^ so- 
no curile simili, 

b) Nel modo medesimo si può dimostrare, che 
due cur^e appartenenti ad una medesima famiglia' 
e con più parametri^ saranno simili'^ se i parame- 
tri delfuna siano rispettiyaniente propor^onali ai 
parametri dall'altra. Cosi due ellissi o due iperbo- 
le saranno simili, se i raggi principali delfuna sia- 
no proporzionali ai r^ggi omologhi deiraltra. 
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JVbto i •^ Due iperbole si dicono coniugate^ se 
t*a$se trasverso di ciascuna, è Tasse non trasverso 
deiraltra : quindi se unMperbola ha gli assi inver* 
samenle proporzionali agli assi omologhi di un'al- 
tra, ciascuna sarà simile alla coniugala del T altra* 
Le iperbole coniugate hanno comuni gli asintoti» 
2.^ Se due ellissi od iperbole, rappresentate da e- 
quazioni (A), abbiano le coordinate x^jr inclinate 
sotto un medesimo angolo z, e rispettivamente pro- 
porzionali i coefficienti A, B, C determini della 2* 
dimensione; saranno ellissi simili, ovvero iperbole 
Tuna simile alfaltra o alla coniugata dell'altra^ In-» 
fatti è noto che in siffatte curve il rapporto de^qua- 
drati deVaggi principali a, 6, è uguale al rapporto 
che hanno tra loro le radici deirequa2Ìone()9)($.48). 
Ora in questa equazione entrano soltanto le quanti* 
ta A, B, C, z : dunque il rapporto delle sue radici 
sarà lo stesso per tutte Tequazioni (A) che, con z 
eguale, hanno proporzionali le A, B, G. 
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Nota, Due oggetti simili, hanno la stessa /òrma; Yale a dire^da 
qualsivoglia lato si rimiri Tuno di essi, produce suirocchio no- 
stro la stessa impressione che Taltro^ veduto dal medesimo la- 
to. Ciò deriva immediatamente dalla definizione della similitu- 

• 

dine. Quindi le figure simili si possono riguardare come dispersi 
stati di una medesima figura che varia di grandezza e non di 
forma. Ed in geometria sono a distinguersi quattro specie di 
eguaglianze: i. eguaglianza diretta di forma e di grandezza, o 
eguaglianza perfetta*, 3. eguaglianza inversa di forma e di gran- 
dezza, o simmetria; 3. eguaglianza di forma e non di grandez- 
za, o similitudine} 4* eguaglianza di grandezza e non di fornu» 
equivalenza. 

6 
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PARTE SECONDA. 



6B0MKTMA A TKE COORDIHATB. 



L 



a geometria a tre coordinate insegna a rappre- 
sentare simbolicamente la posizione de'punti, il cor* 
so delle linee e lo spandersi delle superficie nello 
spazio, onde con più facilità scoprirne i rapporti. 
La dividerò in due capi: nel 4.^ tratterò delle co- 
ordinate, della retta, del piano, della generazione 
delle più semplici superficie curve, e delle super- 
ficie algebriche in generale; nel 2.^ delle superfi- 
cie di second*ordine. 



CAPO PRIMO. 
Scopo e natura delle coordinate nello spaziai 

Assi coordinati: coordinate di un punto: equazioni delle linee 

e superficie: intersezioni, distanza tra due punti^ 

ed equazioni della sfera. 

56. 1 punti sparsi nello spaziò si riportano or- 
dinatamente ad un medesimo centro mediante le 
convenzioni seguenti. 
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Per un punto O (fig. 13) , fissato ad arbitrio 
nello spazio, si conviene di condurre sotto una in- 
clinazione qualunque tre rette indefinite xx ^yj\ 
zz non situate in un medesimo piano, le quali si 
dicono assi coordinati , e si designano rispettiva- 
mente colle lettere (j?)» (^)» (z) chiuse tra paren* 
tesi. Il punto fisso 0, da cui partono gli assi, si 
chiama origine degli assi; ed ivi ogni asse si divi* 
de in due, l'uno positivo e Taltro negativo. 

Cotesti assi determinano tre piani coordinati 
che spartiscono tutto quanto lo spazio in otto an- 
goli triedri, i quali due a due sono opposti in sim-» 
metria attorno V origine : per es. al triedro cogli 
spigoli positivi si oppone simmetrico il triedro co- 
gli spigoli negativi. I piani coordinati si accenna- 
no colle lettere degli assi che li determinano, cioè 
per xjr^ yz^ zx. 

Nota 1.^ Noi passeremo da un piano coordi-^. 
nato all'altro, girando in ciascun piano dalla de- 
stra alla sinistra del suo asse eretto all'origine sul- 
la faccia interna del piano. Ciò posto, le formule 
risguardanti il piano xjr si cangeranno nelle for- 
mule risguardanti il piano ^2, surrogando agli assi 
{x)j (/), e alle lettere relative ad (.r), {y\ gli assi 
(j*), (z), e le lettere relative ad (^), (3). Analoghe 
sostituzioni si faranno passando dal piano yz al 
piano zx. 

2.^ Gli elementi del triedro determinato dagli 
assi positivi (j:), {y)^ (z), si scriveranno sotto i sim- 
boli trigonometrici nel modo che segue. Le facce 
angolari ^z, 'zx, *xy si designeranno rispettiva- 
mente per Xj, Yji, Z,^ cioè ciascheduna si desi- 
gnerà colla lettera grande dell'asse coordinato che 
non vi è contenuto, marcandola con apice al pie- 
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de; e gli opposti angoli diedri si denoteranno per 
jr, /, z. Il simbolo ^xp indicherai al solito, Tangolo 
che Tasse (x) fa coirestensione p. 

3.* Gli assi (jc,), (jTi)^ (z^), elerati alForrgine 
perpendicolarmente suirintemo de*piani coordinati 
Xi, Yj, Zi, determinano un nuoTo triedro supple- 
mentario del triedro determinato dagli assi coordi- 
nati (a:), (y), (s) ( Geom. ) : in esso le facce ango* 
lari ^,2,, 2,jr,, J^i/i, essendo rispettivamente per- 
pendicolari agli assi {x\ (/), (z)j saranno designa- 
te per X, Y, Z (§. 22. d). I dite sistemi di assi xj^Zf 
^1 Ti ^i ^i diranno supplementarii Vano dell altro* 
Immaginiamo una sfera che abbia per centro Forigi* 
ne, e per raggio l'unità lineare r i due triedri sup* 
plementarii xjz^ ^\Ki^x% incideranno sopra la su- 
perficie della medesima due triangoli sferici supple- 
mentarii, il primo de*quali avrà per lati Xi,Yt9Zi, 
e per angoli x^jr^ z; il secondo avrà per lati X,Y,Z, 
e per angoli ari,^i, Zi. Ciò posto, si sa dalla trigo- 
nometria sferica, 1.^ che il prodotto senYisenZisenx 
si mantiene costante, allorché si alternano per or- 
dine le lettere del sistema (x^ Yi, ^i ) colle let^ 
tere di uno de'due sistemi (T'iZ,, Xi), (jg, Xi, YJ. 
Noi faremo 

H ==: senY isenZisenx =: 

j/^(1---co^*Xi--coj*Y,-^oj*Zi-f-2cojX,cojYiCo^Zi). 
Similmente si mantiene costante il prodotto 

seTÌYsenZsenx{=senjrsenzsen\i = H^, 

allorché si alternano per ordine le lettere del si- 
stema ( Xi,/", z) colle lettere di uno de*due sistemi 
(Y,, z, or), (Zj, or, r). 2.® Che si ha 
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H 

iX)s*xxi = j^'XiX =s senYisenz = — -, 

seriXi 

H H 

e però corrvi = — — -, cos*zzi =^ — — -. 

Sì avverta che quando gli assi coordinati sono 
ortogonali, ì due triedri supplementari! xf-z^ Xi/iZg 
coincideranno evidentemente in un solo, e sarà 

a) Le coordinate di un punto riferito a tre assif 
^ono su questi gli spigoli del parallelepipedo aven-^ 
te per diagonale la retta che unisce il punto coli* 
origine degli assL Esse si rendono sensibili, se stan- 
alo in una stanza di forma parallelepipeda, si pren* 
dano per assi coordinati gli spìgoli della stanza di- 
vergenti da uno de'suoi angoli. 

Le coordinate, siccome segmenti degli assi (x), 
(^), (x), si designano rispettivamente colle lettere 
^9 J^> 2 ; ed hanno un statore positivo o negativo^ 
secondochè si contano sovr^assì positivi o negativi. 

Dato un punto M (fig.13), per troi^arne le coor- 
ttinate basta condurre per esso tre piani paralleli 
ai piani coordinati : verrà cosi a chiudersi un pa- 
rallelepipedo, i cui tre spigoli diretti secondo gli 
assi saranno le coordinate richieste. 

Viceversa:, date tre coordinate x,^, 2, per tro- 
vare il punto cui esse appartengono, basta costrui- 
re sulle medesime ( prese per ispigoli ) un paral- 
lelepipedo i il vertice che quivi resta opposto alla 
origine , sarà il punto cercato. Oppure si prenda 
suirasse (jc), a partire dalla origine O, un segmento 
OP = X ; dairestremo P di a? parallelamente ali* 
asse ij-) si guidi PJVf = /; e infine dall'estremo M' 
di ^parallelamente àlFasse (z) s*inal:ù M'M!=zi Te- 
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stremo M di z coinciderà manifestamente col pun- 
io determinato nella guisa precedente, e però sarà 
il punto richiesto. 

Giova talvolta considerare le coordinate di un 
punto sotto uno degli aspetti seguenti. - Le coor- 
dinate di un punto sono nel senso degli assi le com- 
ponenti della retta che va dalla origine al punto. - 
La coordinata di un punto relativa ad un asse, è 
la sua distanza dal piano determinato dagli altri 
due assi, stimata parallelamente al primo asse; ov- 
vero è la proiezione che riceve questo asse (essen- 
do dirigente il piano determinato dagli altri due) 
dalla retta che va dalla origine al punto; oppure 
è sopra tale asse la distanza tra Torigine e la pro- 
iezione del punto, essendo dirigente il piano de- 
terminato dagli altri due assi. 

Fatte queste convenzioni, è facile di rappre- 
sentare simbolicamente la posizione de^punti, il cor- 
so delle linee, e lo spandersi delle superficie nel- 
lo spazio. 

b) Un punto determinato dalle coordinate or^^fZ, 
si rappresenta così: punto (<r,j^, z); o più sempli- 
cemente: punto x/z. 

e) Data una linea nello spazio, riportando ogni 
punto del suo corso a tre assi coordinati, è mani- 
festo che la determinazione di una coordinata x 
nella figura, trae seco necessariamente la determi- 
nazione delle altre due coordinate ^, z; e che però 
ciascuna di queste è funzione della prima , cioè 
jr:=f(x\ 2==F(^): COSÌ, per rappresentare il cor- 
so di una linea nello spazio, le coordinate or, 7-, z 
debbono vincolarsi con due equazioni. 

Viceversa , due equazioni f[x ^ y ^ s) = o , 
F(ar, 7", z) i= o, fra tre coordinate x, y^ s, rappre- 
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sentano simbolicamente il corso di una linea nello 
spazio. Infatti per ogni valore di x\ le due equa** 
zìoni forniranno i valori corrispondenti di jr^ z\ e 
per conseguente manifesteranno la linea descritta 
dal punto corrente xjrz. In generale og^ni /mea )92iò 
considerarsi come il luogo geometrico di due equa^ 
zionij le quali per ogni valore di una coordinata 
X forniscano i corrispondenti valori delle altre due 
coordinate y^ 2, e viceversa* 

Nota 1.* L'equazioni /(o:,^) == o, F (a:, z) =^0, 
rappresentano te praieziopi di una linea ne'piaut 
acy^ xz^ sopra le quau elevate due superficie cilin- 
driche parallele Funa all'asse (2), e Taltlra alFasse 
(^), esse presenteranno nella loro intersezione la 
linea designata dalle due equazioni. Se da queste 
due equazioni si elimina or, ne risulta una terza 
equazione ^(^, z) =^ o, che rappresenterà la proie- 
zione della linea sul piano^jg* 

2.^ Una retta parallela ad uno degli assi, ha ma- 
nifestamente la stessa equazione che il punto di sua 
intersezione col piano determinato dagli altri due 
assi. 

d) Data una superficie nello spazio, riportando 
i suoi punti a tre assi coordinati (,x\ (/), (2), è ma- 
nifesto che la determinazione di due coordinate x^ 
y nella figura, trae seco necessariamente la deter-* 
minazione della terza coordinata 2, la quale conse- 
guentemente è una funzione delle prime due, cioè 
z=:f{x^yY così, per rappresentare lo spandersi 
di una superficie nello spazio, le coordinate «r, j^, z 
debbono vincolarsi con una equazione. 

Viceversa, un* equazione f{x^y^z)^?=^ o, rap- 
presenta simbolicamente lo spandersi di una super- 
ficie nello spazio. Infatti per ogni valore di x^ tale 
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«qu^zioqe rappresenta una linea parallela al piano 
yz : rappresenta adunque una superficie generata 
da una linea che si muove parallelamente ad uno 
de*piani coordinati. In generale ogni superficie pub 
considerarsi come il luogo geometrico di un* equa- 
zione f {Xf y^ z) = o, la quale per ciascun valore 
di una delle coordinate fornisca una linea paratie^ 
la al piano determinato dalle altre due. 

Una superficie cilindrica parallela ad uno de« 
gli assi, per es. a z, ha manifestamente la stessa 
equazione che la linea di sua intersezione col piano 
determinato dagli altri due assi. 

e) ^equazioni di due superficie /(ar,j^, 2)=o, 
V (jT, ^, z) = o, coesistenti tra le medesime coordi- 
nate, rappresentano evidentemente il luogo geome- 
trico de'punti comuni ad ambedue le superficie, o 
le linee di loro mutua intersezione. 

Nota. La ìntersezjone che una linea od una su- 
perficie fa in una data linea o superficie, si chiama 
traccia. 

f) Una retta a che cominci dal punto a/y z' 
e termini al punto xyz^ si designerà cosi : retta 
ccyz.o(^z* Essa nel senso degli assi avrà per compo- 
nenti jc^— X , y-^y y z — z'. Imperciocché se sopra la 
medesima presa per diagonale si costruisce un pa« 
rallelepipedo cogli spigoli paralleli agli assi (ar), 
p^)f (2O9 questi spigoli saranno ( come si vede chia«- 
ramente immaginando la figura ) x-^x^yW z—z. 
Per conseguenza si avrk ($• 20 / ) 



(T —y) {z — z^ cosXt 
- 2 (z — z) (x— x^) cosYi 
Ix— x) {y—y) cosZt, 

ed a^=(ar — x)^ -f- {y — y'y -4- (js*— ^ zy nel caso 
degli assi ortogonali. 



(x — x')* 
{z-zT 



Hi 
g) Supponiamo adesso che la retta a costante 
giri intorno airestremo xj-'z reso fisso : Y altro e- 
strenio si moverà sulla superficie di una sfera del 
raggio a. Quindi le due precedenti sono l'equazioni 
generali della sfera del raggio a e centro xy'z : la 
prima per gli assi obliquangoli, e la seconda per 
gli assi ortogonali. 

Dunque perchè un'equazione di secondo grado 

Ax^-^Bj^*-+-CaH-2(Ay2H-BW-i-G'jpy) — D=o; 
rappresenti una sfera nella quale il centro sia Tori- 
gine delle coordinate, dovrà accordarsi coir equa- 
zione 
arMtrM-2H-2fjr5:co^X,H-za?cojYiH-a3^co;rZi)--^ 

e però somministrare 

D A' B' C 

A=B=C, -T* =a% 7* =cojXi ,--* =oojYi,-r ^=cosZi* 

A A. Al. a. 

Rapporti fra le componenti^ proiezioni^ 
ed angoli delle rette* 

57. È noto che le rette parallele sono propor- 
zionali alle loro proiezioni e componenti omologhe 
(§• il by Viceversa, due rette r^r saranno paral- 
lele, se le componenti /, m, n dell'una secondo tre 
assi coordinati, siano proporzionali alle componenti 
omologhe deiraltra. Infatti immaginando la figura 
riesce chiaro, che la direzione di r, r è fissata in- 
variabilmente dalle loro componenti, e che non si 
pub alterare il parallelismo di r, r , senza turbare 
la proporzione / : m : n : : t: m : n. Dunque sussi* 
stendo questa proporzione, è forza che sussista pure 
il parallelismo di r, r\ In virtù di tale discorso pos- 
siamo stabilire in generale, che due rette saranno 



parallele^ se le proiezioni delF una sopra tre assi 
siano proporzionali alle proiezioni omologhe delt 
altra. 

Pertanto supponendo le r,r parallele, ed(L,M,N) 
(L", M', N') le loro proiezioni ortogonali sugli assi 
<'^)» (•T)» (^)» avremo 

7~ 7~ w~ n'~ Z'~ M~ N'i' 
proporzionalità che risolve il seguente problema t 
date le componenti o le proiezioni di una retta 
rispetto a tre assi coordinati^ determinare le omo^ 
loghe componenti proiezioni di un* altra retta pa^ 
rallela alla prima. 

a) Le proiezioni L, M, N di una retta r so^ 
pra tre assi coordinati (x), (j*), (z), moltiplicate 
ciascuna pel seno della opposta faccia angolare 
Xi, Yi, Z,, vale a dire L^ewXj, MsenYu NsenZi , 
rappresentano nel senso degli assi supplementarii 
(•^0» (jTi)» (^i) (§• 56 3.*) le componenti della retta 
rSi parallela ad r; ove H é = sen Y^sen Zi senx. 
Dim. Siano /j, m^^ n^ le componenti della retta 
r nel senso degli assi supplementarii: sarà ($. 20) 

L = Tar = (/i -f. m, -+• 7l,)x. 

Ora, essendo il piano jiZj^ = X perpendicolare ad 

(.r), si ha (m^ -f- ni)x = o, e però 

H 
L == (/,)« = licorxxj^ = (§. 56 3.^) h — =r-.Da qui 

senlLx 

e dal principio di simmetria si trae la proporzio- 
nalità 

,„. L^enX, M^^nY, ^senZi Hr 

(H) = === = ^ . 

Il iWj tti r 

Corollarii. Ciò posto, riflettendo essere (per le 
Tiote proprietà de'triangoli sferici supplementarii) 
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senX = settx^ senY = ^eny, jenZ = senz^ cosS.^=s 

^- cojo:, cosY = — COSjr, cosZ = — CO^Zf 
4.° Avremo la formula (§. 20/) 

MN^efiY,^enZ,co,rar 
NhsenZiSenXiCOJiy 
LMsenS.^senYiCosz^ 

dalla quale si dedurrà il {^alor di una retta^ date 
che ne siano le proiezioni sui tre assi coordinati» 
Ed è a notarsi che r rappresenta il raggio della sfe- 
ra circoscritta alla piramide triangolare, la quale 
nel senso degli assi (or), (j-), (z) ha per ispigoli 
2L, 2M, 2N ; essendoché il centro di questa sfera 
proiettato ortogonalmente su ciascuno degli spigoli 
2L, 2M, 2N, debbe cadervi nel mezzo. 

2.^ Viceversa ^ le proiezioni di Hr sugli assi 
8upplementarii| moltiplicate ciascuna pel seno dell* 
opposta faccia angolare X, Y* Z, rappresenteranno 
nel senso degli assi coordinati (jc), {/\ (2), le com- 
ponenti della retta 

Hr.Hi = H*r , parallela ad r; 

senXi 

vale a dire rappresenteranno le 



senXi senYi senZi 

Si avrà dunque 

1i*l=^senXjVLsenXi — MsenY^cosz — NsenZ^cò^l. 
Si avverta che, in virtù del principio che la pro- 
iezione, della risultante è uguale alla somma delle 
proiezioni omologhe delle componenti, si ha 

L = / -f- mcosZ^ 4- ncosY^ . 
Queste due formule e le loro simpietriche sommi" 
nistroìio le componenti di una retta nel senso degli 
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assi coordinati f date che is^i ne siano le proiezioni f 
e i^icei^ersai 

Si noti che (essendo Lr=±: rcorrjc, M'=rcos*ìyi 
N =; rcorrz). le proiezioni L, M, N, nel caso di 
r==: 1, diventano i coseni degli angoli che r fa co- 
gli assi ix\ {jr)^ (jz); e diventano le componenti di 
r nel caso degli assi ortogonali* 

b) Trainar Fangolo di due rette r, r\ di cui 
nel senso degli assi (or), ( ^), (z), sono date le comr 
ponenti /, m, n; t^ ni^ n\ 

Soluz. Proiettiamo r sulle rette r\ t^ ni^ n'i 
avremo (§. 20 e) 

rrcosTr* ^= tj'cos^xr -f- nixcosyr -H n'xcos^zr* 

Ma (S- 20) rcos'xr^^l'+'mcosZ^'hncosY i , 

rcosyr=m'+4cosZi''HicosXi y 

rcoj*zr=/iH-/cojYi-+-/?»cojXi ; 

dunque sostituendo . 

Il' Umn-Hnn)cos^i 
(1 ) rrcos'rr=mm'+'^ (ni' -i- nl)cosYt 

nn \(lrn 4- tm)cosZf 

e) Il valore di sen'rr^^ anziché dedurlo da 
sen'rr = l/*(1 — cos^rr)^ si può rinvenire nel mo- 
do seguente, che ha il vantaggio di offrire un*im- 
magine geometrica delle diverse parti del risulta- 
to, e inoltre di determinare gli angoli onde il pia- 
no (r^*) declina da'tre assi (jtr), (^), (z). 

Supponiamo, poiché è lecito, che le rette r^r 
partano dalla origine O degli assi (jtr), {jr\ (z); le 
coordinate della estremità di r saranno /, m, h; ed 
t^m^ n' le coordinate della estremità di r. Fermo 
ciò, il punto tnin sì riguardi come centro di mo- 
menti con braccio ortogonale: il momento di r sark 
doppio del triangolo (r% Tr, r% ed = rrsen'rr. 
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Decomponiamo adesso il momento di r in tre 

momenti paralleli ai piani coordinati X^ Yi» Zi 

(§• 24 d). Indicando col simbojp iuoai. la frase ma^ 

mento dij si avrà (§• 25 /) ^ 

*(momx)3^j = *(mom./ h- Mosun -H biobiji)^ * 

Ma '(mom./)^ = o, 

'(]tt0M.i?H-M0M.7i)^^ = (§. 28 e) (i»?i— m'/iVenXfc 

Dunque 

*(M0i!i.r)x =(mn — m'>i)^6nX,< 

e similmente r(MOM.r)y =(n/ — n7)jenY„ 

I 

■(momj')^ ={lrn — tm)seriL^; 
I 

Rappresentiamo tutti questi momenti con rette pre- 
se sugli assi decloro piani a partire dalla origine O 
(§. 22 e). La retta rrsewrr\ perpendicolare al pia- 
no (rr) , avrà nel senso degli assi supplementarii 

(•^i) • ( J^i) » (^i) 1® componenti 

(/»n — mn)senlii , (n/ — nl)senY^ , (//w' — (m)senZt ; 

da qui la sua espressione. 

d) Le proiezioni poi della retta rrservrr sugli 
assi (.r), (j)^ (z), si otterranno moltiplicandone le 
nominate componenti rispettivamente per 

H H H , . 

■ , — =r- f —. Siffatte proiezioni sono prò* 

ssnlLi s6nXi senù^ 

porzionali ai coseni degli angoli X, |x, v che Tasse 

del piano {pr) fa cogli assi (a:), (^), (ie) (§. 1 7 h\ cioè 

1 CO^X COS^ COS)^ 

1 , ^ mn'—m'n nt-r^nl Ini — Vrn 

7-rr servrr 
H 

e) Se delle rette r, r sono date le proiezioni 
(L, M, N), (L^, M', N') sugli assi coordinati {x\ {jr)^ 
(z), per determinare Tangolo "^rr^ bast/era conside- 
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rare' la formula (1) rispetto alle componenti di 

Hr, H/ nel senso degli assi supplementariit avremo 



Hvr corrr=MM je/i'Ti - 

NN' sentii 1 



(MN' -f- ^KjsenYisenZ^cosx 
(NC -h N'h)senZisenlLiCosjr 

E si troverà che la retta Urrservrr ha nel senso 
degli assi coordinati i^\ {jr\ {z) le componenti 

MPf— M'N , NL'— NX , LM — UM. 
/) Proiettiamo r sulle rette r , /', /» , n : le cor- 
rispondenti proiezioni saranno rcosTr\ Lj M, N; ed 
avremo (§. 20 e) 

rrcorrr == /'L -I- m M 4- n N, 

formula che risolve il seguente problema: date nel 
senso degli assi (x), ( j)^ (z) le componenti di una 
retta, e le proiezioni di un altra retta, determinar 
Fangolo delle due rette. 

g) Nota. Le formule in e) ed e) somministrano 
Tarea di un triangolo di cui siano date nel senso de- 
gli assi (x), (7), (z), le componenti o le proiezioni di 
due de*suoi lati r, K. Supponiamo che i lati r, r 
partano clal punto oc^y e vadano rispettivamente ai 
punti a jSV, « '/3 Y- sarà /=«'—«, m = /3' — jS, 
n = / — y; t ^a^^, rn' ^ ^' — ^, „' = /' — 7. 
Quindi le aree componenti del triangolo ^rrsen*rr\ 
parallele ai piani coordinati Xi, Yi, Z^, diventano 

é W - /3ì {y'-y)-(^-^Xy-y)^senX, , 

é [(/ — 7) V-*)— (/ -7) (cc''-cc)lsenY . , 
I [(a' — «) (fi''—^y^oc''—oc) {^—^y\senZt ; . 

e coy^ e^^e j/ esprime il valore di un triangolo di cui 
sono dati i vertici (*). 



(*) N. B. OrdinaDclo il {. a8 nella guisa del $. presente, ri- 
leveremo che ivi le proiezioni L, M sono nel senso degli assi 
suppleinentarii le componenti di rsewxy ^ e con ciò avremo 
maggior copia d'immagini geometriche. 
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Equazione della retta nello spazio 
e sue proprietà. , . 

58. Trovar Inequazione di una retta riportata 
a tre assi coordinati (jet), {y)y (z). 

Soluz. Consideriamo sulla retta un segmento (^ 
che cominci dal punto «jSy, e termini al punto va-* 
riabile xyz : le componenti di (^ rispettivamente 
parallele agli assi {x\ {j\ (2), saranno 
oc — cc^jr — /3, z — y. Per un punto qualunque del-* 
lo spazio tiriamo parallela a v una linea r, le cui 
componenti parallele agli {x\ (^), (z), siano /, m, n* 
Poiché le rette parallele sono proporzionali alle lo« 
ro componenti omologhci si avrà 

I A ) • • • • — — «w— . ■ " ' — — ————— — 1 •■^ » 

/ w n ' r 

Queste due equazioni appartengono soltanto alla 
retta condotta pel punto ^t/Sy paralletanlepte alla ri- 
sultante delle linee /, m, n, cioè ad una retta unica. 
a) Esaminiamo le modificazioni che possono dar« 
si alle quantità et, ^, y, /, m, n, senz^alterare la na- 
tura e la generalità deirequazioni (A) delta retta. 

1.^ «9 /3, y sono le coordinate di un punto pre- 
so ad arbitrio sulla retta: questo punto si può dun- 
que prendere neirincontro della retta con uno de' 
piani determinato da due de*tre assi ( incontro che 
esiste sempre, non potendo la retta esser parallela 
simultaneamente ai tre piani coordinati, senza es- 
serlo alle loro intersezioni {x\ (y), (z), e però sen-* 
za che gli assi (a:), (j^), (z) siano paralleli tra loro): 
in questa ipotesi sarà zero la coordinata parallela al 
terzo asse; così se tale incontro è nel piano jrz sarà 
«=o. Pertanto senza derogare alla generalità dell* 
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equazioni (À)« noi possiamo supporre =r o ima del- 
le tre quantità a, ^, 7. 

Se la retta passa per Torigine, prendendo quivi 
il puntò aP7f sarà o = a == jS = 7, Dunque Tequa- 
sion generale di ogni retta che passa per 1 origine , 
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2.^ /, m, 71 sono nel senso degli assi {x\ (r)^ {z\ 
le componenti della retta r, alla quale debb^esser 
parallela la retta s^ rappresentata dall'equazioni (A): 

quindi i rapporti tra /, m, n, quali -^ , *-• , ser- 

n il 

yono a fissar la direzione della retta v. Riesce poi 
manifesto, immaginando la figura, che senza can-- 
giare la posizione di r, una delle quattro quantità 
r, /, m, n, si può fissare ad arbitrio e farla = 1, 
e che poscia con essa resta fissata ciascuna delle 
altre due. Si avverta che tra r, /, m, n, e gli an- 
goli 'Xir, 'Tir, •Zir^ 'XiJ?, 'Yi/, *ZiZ esistoao le 
relazioni (S* 23 b) 

- servlLir sen^Yit senrZ^r 

l =» r — -: — ^ m=^ r — ^ ti = r — - . 

servK.iX sert'Yij- sen'ZiZ 

Concludiamo adunque che senz^alterare la na- 
tura e la generalità delVequaziorU (A) della retta^ 
è sempre lecito di supporre = o una delle tre 
quantità a^ fi^ y; ed = i una delle quattro r^l^m^. 
I rapporti tra /, m, n serwno a fissar la direzione 
della retta ì;, mentre le quantità a^ jS, 7, ne fissano 
un punto : quindi {cariando soltanto i rapporti 

•^ , -^ ^la retta (A) gira intorno al punto ccpy^ e i^a- 
H n 
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riandò il punto a^y^ la retta (A) si muove paratie^ 
lamente a se medesima. 

Nota. Per indicare la direzione determinata 
dai rapporti tra /, m, n, diremo direzione (/, m, n)^ 
o anche più semplicemente direzione Imn. 

Osseruaxioni* 

' L Dal modo, onde saranno scritte Tequazioni 

della retta (A), noi converremo che ciascuno rilevi 

da se medesimo ( essendo cosa facilissima ) quando 

si suppone = o una delle tre quantità fl^,j3,7; ed == 1 

una delle quattro r, /, m, n. Per es. neirequazioni 

j?^ — j3 z — y 

q) = ^^=z = 9 si è fatto r = 1, a==o ; 

l m n 

mentre in a: = = -^ , si è fatto /= 4 ^ 

m n 

oc = o. Si noti che in ciascuno di questi due siste- 
mi di equazioni il numero delle costanti /, m, n^ 
^) A lì ^ ridotto a quattro, cioè al minimo. 

IL Due equazioni di primo grado fra tre coor- 
dinate x^j^ 2, potendosi ridurre alla forma 

Y , Q z 7 

jr=mX'hpf z=nx -H y, donde x =^^ CI = .% 

m n 

rappresentano una linea retta. 

III. L^equazion della retta, che passa pe'punti 

«/3y, o'/S'/, è 

x—ct, j r — /3 z — t 

Infatti questa proporzionalità significa che le rette 
{ot^y.xjz\ («iSy^'/SY) col punto comune ajSy, han- 
no la stessa direzione (§. 58). Quindi affinchè i tre 
punti «^y, «jSy, «"PV «iano in linea retta, è ne- 
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cessarlo e basta che si abbia 

IV. Affinchè due rette 

(A; — -— = = , 

l m n 

(A) — r~ r-=^ — r- » 

l m n 

siano parallele^ è necessario e basta che si abbia 

( §. 57 ) li mi mi il mi n; ed li mi n 1 1 li m^ z n 

: : a— a : /3' — /3 : y' — ^y, affinchè coincidano. Infatti 

quest'ultima proporzionalità significa che la retta 

(o^^y^a^y) avente le estremità sulle prime due, ha 

la stessa direzione delle 'medesime. 

y. Se la retta (A) è parallela ad uno de*pia- 

ni coordinati, per es. al piano xjy^ sarà n = o, e 

però z — y = n -j— =- o. Quindi la retta (A) verrà 

» 

rappresentata dalle due equazioni 

or — a :r — jS 

/ m 

la prima delle quali rappresenta il piano condotto 
dall'estremo di ^ = y, parallelamente al piano arx^ 
e la seconda rappresenta in questo piano il corso 
della retta. r 

Se la retta (A) è parallela ad uno degli assi coor- 
dinati, per es. all'asse (z), sarà o == / = m, e però 

JZ "— Y z — — y 

a: — ce =1- ■ = o , r ^— fì = m = o. Quin- 

n n 

di la retta (A) verrà rappresentata dalle due equa- 

• • À .. ^ — y ^ 

zioni ;^ 5= «, / = j8; mentre il rapporto = *-* 

n o 



\ 
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h indeterminato. Dunque una retta parallela ad uno 
degli assi, ha le stesse equazioni che il punto di 
sua intersezione col piano detcrminato dagli altri 
due assi* 

Equazione del piano j è sue proprietà. 

- 59. V equazione 

(B) A^ -f- I{r -H Ci? = D 

rappresenta un piano distante dalla origine O delV 

D , 

intervallo A: = — * , os^e ^ è un segmento di tale di' 

stanza f avente sugli assi coordinati {a:\ (j), {z) le 
proiezioni A, B, G. 

Dim. Prendiamo, a partire dalla origine 0, sul- 
Tasse (;r) un segmento OÀ = A; sull'asse {y) un seg- 
mento OB == B; sull'asse {z) un segmento OC = C; 
e airestremita di questi segmenti eleviamo sopra 
gli assi {x\ (7), {z) tre piani perpeftdicolari, i quali 
concorreranno necessariamente in qualche punto g. 
Designata per g la retta Og*, prendiamo sulla me- 
desima ( prolungata se occorre ) un segmento 

D 
Ok = -• = A:, e sopra questo segmento nella sua e- 

stremi tà s^'nnalzi perpendicolare un piano indefi- 
nito : questo piano sarà il luogo geometrico dell' 
equazione (B). Infatti consideriamo in esso un pun- 
to qualunque M = {a:^j^ ^): OM avrà per compo- 
nenti x^y^ z (§. 56 /). Quindi il noto principio del- 
le proiezioni (§. 20 e) fornisce 

gXMcosgOM. = jcA-hr-B-t-^.C ; 

ma ^.OMco^gOM=g^=D: dunque D=AaH-Bj'-f"C^. 
' Così ogni punto jcyz del nostro piano verifica que- 
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sta equazione, ed inoltre si vede che non può ve- 
]rificar]a altro punto al di la o al di qua del mede- 
simo piano. 

a) Risulta dalla fatta costruzione 

1.^ Che senz'alterare la natura e la generalità 
delFequazione (B), si può sempre fissare ad arbitrio 
una delle quattro quantità g^, A, B, G, e faÉ-la == 1, 
e che'poscia con essa resta fissata ciascuna delle tre 
rimanenti. E ciò apparisce pure dalla formula 
(§• 57 a 1.^) vincolante g, A» B, G. 

2.^ Ghe i rapporti tra A, B, G servono a fissare 
la direzione di g, e conseguentemente del piano (B); 
•mentre D = gk^ serve a fissare la distanza k di lai 
piano dairorigine O. Quindi se facciamo variare 1 
rapporti tra A, B, G, restando costante k^ il piano 
(B) si muoverà in giro /occan^o contìnuamente una 
sfera del centro O e raggio k\ e se facciamo variare 
A:, restando costanti i rapporti tra A, B, G, il piano 
(B) si muos^erà parallelamente a se medesimo. 

3.^ Se supponiamo che k parta dal punto ct^^ 
e termini al punto xjrz^ l'equazione 

A(a^--a>+•Ba— iS)-HG{j— 7)=D 
rappresenterà il piano che nel punto xjr'z tocca la 
sfera del centro a/Sy e del raggio k. Siano ortogonali 
gli assi coordinati : presa g = ir, sarà 

A = X — a, B = r — /3j C^=z — y, 
ed il piano tangente di siffatta sfera diverrà 

Osservazioni, 

I. L'equazione di un piano (B) passante per To- 
rigine delie coordinate, sarà AaH-B7H-G«=a: do- 
vendo essere in questo caso A: c= o, e però 
D •=^ gA: = o. Viceversa, ove sia D = o, sarà 

k = -^ = o, e il piano (B) passerà per Torigìne. 
S 
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IL Ogni equazione di primo grado fra ^re coor- 
dinate Xjjj z^ potendosi ridurre alla forma 
Ao: -4- !I5?^ -4- O = D, rappresenta un piano ; e l'e- 
quazioni di due piani rappresentano una retta. 

HI. Affinchè un piano (B) passi pel punto a^y^ 
dovrà essere 

D = Aa -t- Bi3 4- Cy = Ao: ^- Bj^ -H C^, 

donde hUx — a)-+-B(y — j3)rf-C(« — i) = o; 

e la distanza di questo piano dalForigine sarà 

Aa-*-^^4-Cy 

s 

IV. Il piano condotto pel punto x'jz perpen- 
dicolarmente alla retta (A)f è 

(/ ^mcosZi -^TiQosYJjx — x)\ 

(jn -h ncosHi -+- lcosZi){y — y) J = o. 

{n H- IcosYi -hmcosXjXz — z)) * 

Infatti se sopra la retta (A)» perpendicolare al pia* 
no, prendiamo un segmento g = r; le proiezioni A, 
B, G di questo segmento sugli assi coordinati, sa- 
ranno (§. 57 2.^) / 4" rncosZi -*- ncosYi » 
m H- ncosX.1 -f- IcosZi^ n -+- IcosYt -H mcoslLi. 

y. Il piano condòtto pel punto xj^z paralle- 
lamente a due rette (A), (A') non paratlelet è 

{mTÌ-mn){x-x}-^nt'-nl%j''y)^ 

Infatti se sulFasse del piano {rr\ cioè del pia- 
no parallelo alle due rette (A), (AO» prendiamo un 

segmento g" = 7; rrservrr^ le proiezioni A, B, G di 

H 

questo segmento sugli assi coordinati {x\ (^)> C^)» 

saranno (§. 57 d) mrC — nin^ ni — ril^ Ini — Vm. 

Se supponiamo che le due rette r, r, partano 

dal punto «/Sy, e terminino ai punti «/S'y, ùi'§!'f% 



/ 
154 
avremo l=iOÌ—x^ m^^—^^ n=:y'— y; 

e quindi F equazione del piano che passa per tre 
punti dati a/Sy, cc^y\ oc'^y. 

Se le due rette (A), (àO siano parallele , sarà 
^ ( a causa di l z m z ft zz 1 1 m z n ) o = mn — mn = 
nl'^^l=lfn — tnu In questo caso si prenderà per r 
la retta che unisce i punti a^y» « jg'y di (A), (A^). 

Condurre un piano per la retta (A) perpendi- 
colarmente al piano (B), è lo stesso che condurlo 
per (A) parallelan^ente all'asse g del piano (B); e pe- 
rò è lo stesso che condurlo pel punto ct/3y paralle? 
lamente alle due rette Pi g» 

YL L'intersezione de'due piani 

(B) ••••••.. Ajo •+- B/ •+- Cz = D , 

(BO A'^4. B> -+- C^ = to', 

è rappresentata dalla proporzionalità 

Jtr — oc j — /3 z — y s; 

BC—BrC ^ CA'— CA "" AB —A'B ^ ^ggservg^ ' 
supponendo che il punto a^y sodisfi alle due equa- 
zioni (B)) (B0« Infatti r intersezione de' due piani 
(B), (B') essendo perpendicolare agli assi g, g de' 
medesimi, è pure perpendicolare al piano igg') de- 
terminato da tali 9ssi« Ciò posto, se in tale inter- 
sezione prendiamo uq segmento r = Uggsen^gg , 
le componenti /, m^ n di questo segmento secondo 
gli assi coordinati, saranno (§• 57 e) BC — B'C , 
CA' — C'A, AB' ^ A'B, 

VII. Affinchè due piani (B), (BO siano paralleli 
li, è necessario e basta che si abbia (§. 57) 

A^B^C^g A\^B^C_D 

A' B' C ?' ^ A' F G~ D' 



155 

. . D ^ , 

perchè coincidano. Infatti, poiché -- = A:, --^ = Ar , 

8 «r 

ove sia -r = ^ i sarii necessariamente A: =3= k\ Co- 
D g'' 

SI i due piani essendo paralleli, e di più alla stes- 
sa distanza dalla origine -e dalla medesima parte, 
coincidono. 

Se il piano (B) fosse parallelo ad uno degli 
assi coordinati, per es. a z; allora g-, perpendico- 
lare al piano (B)-, Io sarebhe pare a (2) , e però, 
sarebbe C ^i^ 0: quindi Tequazione (B) di'verrebbe 
A:r -4- ^ = D,*cioè Tequazione del piano coinckle- 
rebbe coirequazione della sua traccia nel piano a;y. 

Se il piano (6) fosse parallelo ad uno de'pia* 
ni coordinati, per es. al piano ay\ aUora g^ per- 
pendicolare al piano (B), lo sarebbe pure agli as- 
si (^)i (jr)? e però sarebbe o=A==B: quindi 08) di- 
verrebbe C2=D, cioè Inequazione del piano coinci- 
derebbe coirequazione della sua traccia nell'asse (z). 

YIIL Per aver la traccia che un piano (B) se- 
gna nel piano determinato da due degli Assi coor- 
dinati, basta in (B) fare s^ o la coordinata parai** 
lela al terzo asse. Così la traccia di (B) nel pia- 
no jgr, è Ax -I- ]^ = D. 

Inclinazione delle rette e de* piani^ distanze 
tra i punti^ le rette ed i piani* 

60. lyomr Fangolo che fanno tra loro^ 1 .® le 
rette (A) ed (A'), owevo i piani (B), (B'); 2.^ la ret^ 
ta (A) e il piano (B). 

Solttz* 1.^ Poiché le rette (A) e (A') 4ecliiiano 
Tuna dall'altra come Je r, r\ risultanti di (/, m, n)^ 
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(/', ni^ Ti)\ e i piani (B) e (B') come i loro assi g^ g ^ 
i quali sopra {x) , {j) , («) hanno per proiezioni 
(A, B, C), (A% B', C); il problema è risoluto al %. 57. 
2.^ La formula in /) del §; 57 somministra 

grcQs*gr s= /A -f- nìB -+- nC 

Ora, poiché g e (B) sgno perpendicolari tra lorot 
gli angoli che la retta r fa con g e (B), saranno 
complem^tariii e però, chiamato Tangolo onde r 
declina da (B), sarà cos'rg = senO* Dunque 

grsenQ r=i /A -H mB -j- nC 
a) Se (A) e (B) sono perpendicolari ira loro^ 
le rette r e g essendo ambedue perpendicolari al 
piano (B), saranno parallele , e conseguentemeilte 
proporzionafli alle loro proiezioni omologhe. £d 
avremo (§. 57 2.'*) 

r l-hmcosZi-hncosYi mr{'ncoslL^'\-lcosZ^ 



H'+'lcosY i-hmcos^i 

b) Affinchè la retta (A) sia parallela al pia«* 
no (B), è necessario e basta òhe sia 

o =!£ / A -h /»B -+- nC; 
a cui aggiungendo 

AaH-B/3-»-Cy = D, 

cioè Tipotesi che il punto a/Sy della, retta (A) ap 
par tenga pure al piano (B), si avranno le condi- 
zioni perchè la retta (A) sia contenuta nel^iano (B). 
■ 61. Traspare la retta h condotta dal punto 
a /3Y sotto V angolo Q \.^ ad ur% altra retta (A) ; 
2.^ ad un piano (B). [Stabiliremo le formule nella 
^ ipotesi che il punto d^^ sia intermedio tra Tori^ 
gine e la retta (A) o il piano (B)]. 
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Soluz. 1.^ Supponiamo qhe la retta r, risul- 
tante di /, m, 71, parta dal punto a^y: la perpen- 
dicolare calata dal punto oC^'y sulla direzione di r, 
ossia sulla retta (A)* sarà = hsenO* Quindi, rispet- 
to al centro o[^y^ la r avrà per momento rJisenO^ 
i cui momenti componenti paralleli ai piani co-^ 
ordinati X^ Yi, Zi, saranno (§• 57 e) 

Da qui il valore di rksenS. 

2.^ La perpendicolare hsenG calata dal punto 
a jSy sul piano Ax -+- By -f- C2: = I^ è uguale alla 
distanza che passa tra cotesto piano e il piano pa- 
rallelo Ao: ■*• By •+• C« = Aa •+- /3B' -f- C/ condotto 
pel puntò a/S'/; e però è uguale alla differenza tra 

, ,. D Aa-HB/S'H-Cy ^ „ . 

le distanze •-, che passano tra 1 on- 

gine e cotesti piani paralleli: sarà dunque 

8 
Se il piano (B) passa pel punto a/yz , sarà 

D = Ax -4- Bj Hr Cz i e la distanza tra il punto 

«PY e il piano (B) diverrà 

. . H^' - « ) + BCy ~ /3') ^.G{z' - i) 

tisem == " — ■ '■ ■ ■ ■ " " • 

fi- 
se h designa il segmento d^Ua retta (A) com- 
preso tra il punto ajSy e il piano (B) , essendo 
grsen^ ^=lk'^ nìR -t- nC, sarà 

D— (A«-4-B/3-HCy) 
/A-^wB-i-nG • 
Quindi, chiamato xy'z il punto ove la retta (A) 



\ 
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incontra (B), arremo per determinare x\ jr\ z\ 



ri m ^ 

Nota. Se h h perpendicolare alla retta (A), o 
al piano (B), savksen9:= 1, e si avrà la soluzione 
del seguente problema; trainare la perpendicolare 
condotta da un punto ad una retta^ o ad un piano. 

a) Tro\>are il punto xzjr ove la perpendico- 
lare h condotta dal punto cip'^ alla retta (A), Q 
al piano (B), incontra (A) o (B). 

Soluz, 1.0 La distanza A: tra i punti u^^xjrs! 
della retta (A), è uguale' alla distanza tra i piani 
condotti pe' punti d^'j y a/Sy perpendicolarmente 
alla retta (A), e però si ha (§• 59. IV) 

Ì(/ -f- mcosZx -H nco^y i)(a — «) 
{mr\-ncosl^v -+- Icos Zi )(/3— jS') 
(n-H/co^Yi -HmcoxXiXy — y). 

Ciò posto, i valori delle coordinate oéjz si trarran- 
no dalla proporzionalità 

r l n n * 

2^ Poiché la perpendicolare 

h = ' — -, e parallela a g^, se per a^b^o 

8 
sì designino le componenti di g nel senso degli ^ 

assi coordinati (§. 57 2.°), avremo per determinare 
h a:— a jr — P 2— y 

• ^= — '= — 7 — = — '• — . 

g" a oc 

Nota. La retta A condotta dal punto cc^Y ^1* 
la retta (A) o al piano (B) sotto l'angolo 9, ìncon* 
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trera (À) o (B) in ufi punto distanto dal piede sdyz' 
della perpendicolare per un intervallo £=x hcos$* 

62. Trovare la minima distanza h fra due ret^ 
te (A), (AV 

Soluz, Pe'punti a/Sy, a/Sy delle due rette (A), 
(AO» conduciamo due piani paralleli alle medesime: 
essi conterranno rispettivamente le due rette; e la 
loro distanza (§. 59 V. 61 2-^) 

(/w^i -m /»)(fic-a)-+-(n/-7ir)(jS -j3) ^- (Im - Vnify'^ y), 

h — H '. — 7-—^ — , ' ^ :> 

rrsenrr 

è uguale evidentemente alla minima distanza delle 
due rette. 

CorolU Se risulta ^=0, le due rette (A) e (A') 
saranno evidentemente in un medesimo piano 9 e 
viceversa. Cosi Vequazione 

Q={mn'^mn){pl-^^)^nV^^l)[^—^^ , 

esprime la condizione perchè due rette (A) , (A') 

^iano in un medesimo piano* 

^ . \ 

Trasformazione delle coordinate nello j spazio. 

63. Trasformare le coordinate ^^ j^ z, di un 
punto in altre coordinate a:% y\ z* 

Soluz. Le coordinate delia nuova origine O' ri- 
spetto all'antica siano a, p, y; e sia M il punto 
simboleggiato da a^z rispetto alla origine O; e da 
cij:^ rispetto alla origine O'f Da 0' tiriamo al pun- 
to M la retta O'M = s^x le componenti di ^ paral- 
lele ai primi assi (ar), (^), (z), saranno ' 
x — «, ^ — /3, « -^ 7; e le componenti di p diret- 
te nel senso de'nuovi assi {x\ {y)^ {2')^ saranno 
x\ j\ z. Ora queste componenti o sono parallele 
alle prime; od oblique^ 



\ 
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Nel 1 .^ caso ( poiché le proiezioni di una ret- 
ta soyr^assi paralleli sono eguali ) si avrà 

^ — /3=y, e però y = ^^y 

z — y = «' 2 == y -f- /, 

^el 2.^ caso (in cui è compreso pure il primo) 
proiettiamo ì;, x\ y, z\ sulFasse (a:), essendo di- 
rigente il piano j^« = Xi: le corrispondenti pro- 

... ,sen*'X.iX. ,sen''X,tjr 

lezioni saranno a: ~ a , a: ■ , r — , 

sen'XiX senrlLiX 

fierv%iz 
« — ^ — (§. 1 7). Ora, per la definizione della ri* 

sultante (§• 20), la prima di queste proiezioni debV 
essere uguale alla somma delle seconde : dunque 

xsenrSi^x' ^^jrserv^ijr h- zservlLiz'^ 

- "— ^— ' 1 ' - — ■ ._ « 

servS^iX 
e da qui per simmetria y — • /3, « -— 7. 

/, m, n siano nel senso degli assi (jc), (^), (z) le 
componenti di una retta =^ 1 , e parallela al nuovo 
asse {x)i sarà (§. 17 e 20 /) 

sen'^XiX* servYrX servZ^x 
l --5 -_ — ^ jj^ j;_- ^_ , n = - — ; 

servJLiX sewYiy serfZj^z 

• • • 

1 = /H-/»M-wM-2(w;ico^Xi-f-n/cojY,-+^iwco^Z,). 
Nel caso degli assi (x), (/), («) ortogonaU, le /, w, fi 
saranno su i medesimi proiezioni ortogonali, e però 

/ = coyx'x^ m = cos^xy^ n = cos^xz. 
Similmente una retta =^ 1 e parallela all'asse] (y'), 
o (r), rabbia nel seqso degli assi (x), {j\ {z) le com- 
ponenti i^ m\ n\ o t\ m\ n :, queste componenti 
sarwno vincolate dalle stesse formule che le /,w, n^ 
purché ad x A sostituisca /, o^'. 



ciò posto, le formule generali per trasforma- 
re le coordinate diventano * 

Nel passare da un sistema di assi ad un altro, con- 
verremo, giusta il costume, di sopprimer gli ac^ 
centi alle nuove coordinate. 

64. Ttasformare le coordinate ordinarie in 
coordinate polari^ e vices^ersa (§. 35). 

Soluz. Sia x'jrz il polo , xjrz un punto qua- 
lunque, p il ì>aggio vettore del punto xjz^ ed /,m,n 
siano nel senso degli assi (or), (^), {z\ le compo- 
nenti di una retta = 1 e parallela a v. Il raggio 
vettore, p e la sua direzione (/, m, n) saranno le 
coordinate polari del punto xyz. Ciò posto, si ha 

od.^^ jr-^ z — z' 

l m n 

donde x = h H^ x\y = m^ "••y» 5 = 71(^*1- /; 

sewlLxS^ sen^Yii^ sen^Z^s^ 

ove / = — -— -, m = — -, n = — • . 

sewjLxX sewxijr sen^Z^z 

Viceversa 

( z —zy {x--x)f^'—/)cosZi ) 

or— jr y—or «-*« 

/ = — — ,m = -;;-, n= ^ . 

Nel caso degli assi ortogonali sarà / = cos^xi^f 
m=<:osys^^ n=cos*zsf. E se dinotiamo per Q Fango- 
Io compreso tra il raggio r e il piano Z^, e per f 
Fangolo compreso tra Tasse {x) e la proiezione del 
raggio 9 sul piano Zi, avremo 
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cos.zif^=^en9, cos*xs^t=sCos9cos^^ cosyi>=dDosÙsem; 

delle quali formule le nltime due possono rìguar 
darsi come una conseguenza del principio, che per 
proiettare una linea sopra un asse contenuto in un 
piano, si pub proiettare dapprima sopra il piano, 
^ poi proiettarne la proiezione sul Tasse. 

Equazioni generali delle pia semplici superficie 
curile generate dal moto di una linea. 

65. Luogo geometrico di un punto o di una li" 
nea mobile^ è Testensione in cui si trova successiva- 
mente il plinto .0 la linea; e il punto si ilice gene- 
ratore^ e la linea si dice generatrice delFestensione. 

AUorckè una superficie è il luogo geometrico 
di una linea ehe $i muove secondo una legge asse- 
gnata radendo altre linee, queste seconde si chia- 
mano direttrici. 

Per trovar Tequazione del luogo geometrico, 
conviene, 1.^ esprimer le leggi del moto generatore 
per mezzo di equazioni, ridncendo al minimo nu- 
mero le quantità variabili ; 2.^ eliminare queste 
quantità variabili in modo che ne risulti un* equa- 
zione tra le sole coordinate del punto generatore. 

Gli esempi che seguono, daranno lume airespo- 
ste nozioni. 

a) Siano 

(gr) ?(^» J^f z) = a, f V» ^ 2) = *f 
Fequazioni di una retta generatrice, il cui moto sia 
soggetto alla legge espressa dall'equazione 

(/) F(a, b) = o, 

la quale significa che le costanti arbitrarie a, b va- 
riano in guisa colla linea (^), che determinata Tuna, 
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lo è pure l'altra. Or qui surrogando ad a, £r i loro 

valori <f{x^ y^ «), (f{x^ y^ z), ove le coordinate x^y^z 
sono correnti per tutta Testenzione della generatri- 
ce, si avrà 

{If F[f(^, y, z), (p(x,y, 2)] = O : 

equazione che rappresenta la superficie gei}erata 
dalla linea {g)^ giusta la le'gge assegnata (/). 

Viceversa, ogni equazione della forma (ly rap- 
presenta una superficie generata dalla linea (g-) sog- 
getta nel suo moto alla legge (/)• Infatti, supposto 
che le quantità a, b vartino continue in modo da 
verificare l'equazione 7), è palese che la generatri- 
ce (g) movqntesi al variare di a, b^ avrà ciascun de* 
suoi punti comuni colla superficie (//• 

b) Supponiamo, per es., che la variazione di 
a, bj dipenda da ciò che la generatrice (g) si muova 
radendo la linea direttrice 

{d) pc,y, z) = o, t\x,y, ^) = o; 

le coordinate x, j^, z^ relative ai punti comuni 
alla generatrice {g) ed alla direttrice {d\ dovranno 
verificare le quattro equazioni (g) e {(ì) : eliminan- 
dole da queste, ne risulterà tra a^ b e quantità co- 
stanti un'equazione F(a, 6)=o, da cui si dedurrà la 
superficie (// generata dalla linea (g*) conforme alla 
legge proposta. 

66. La superficie cilindrica e il luogo geome- 
trico di una retta che si muove parallelamente a se 
stessa, radendo una curva data. 

TVovor requazion generale delle superficie ci^ 
lindriche. 

Soluz. Siano 

l'equazioni (g*) della generatrice considerata come la 
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intersesione di due piani che si muovono parallela^* 
mente a se medesimi. I coefficienti A^BfC, A", B\ C' 
si dovranno supporre costanti, e D, D' variabili in 
modo che la determinazione dell'uno , tragga seco 
quella delfaltro, ossia che Tuno sia funzione delf al- 
tro. Ciò posto, la legge (/} del moto generatore si 
riduée a F(D, D') == o, la quale si troverà eliminan- 
do a:, j^,z dall'equazioni della generatrice e della 
direttrice. Quindi 

sarà Tequazion generale delle superficie cilindriche. 
Se l'equazioni della generatrice (g) siano 



— — j 

i ni il 

si dovrà supporre costante la direzione /m/i, e va- 

riabile il punto [a = , /3 = -^ ] . Ciò 

n n 

posto, Tequtizione delle superficie cilindriche as- 
sumerà la forma 

nx—lz nj—mz. 

i^C 1 ) = o. 

n n 

a) Trovar V equazione del cilindro obliquo 

avente per base una linea di second" ordine. 

Soluz. Siano — r— :=:^- = ^ X equazioni 

* m n 

della retta generatrice; e 

z = o, J-* = 2px q= Zx^^ 

a 

quelle «Iella curva direttrice. Eliminando da queste 

linee la a:, /, Zy ne risulterà tra a, fi la relazione 



^2 
a 



esprimente la legge del moto generatore* Quiddi 
Teguazion del Cilindro richiesto sarà 

{ujr — mzy = 2pn{nx — Iz) qp ^(na: -—^Jzy. 

67, Superficie conica è il' luogo geometrico di 
Ufi a retta, ch^ si muove, intorno ad un vertice ra- 
dendo una curva data. 

Ttoifar V equauon generale delle . superficie 
iconiche. ... i 5 . , 

Soluz. Sia Oi^ il vertice della superficie coni* 
ca; e 

- x—^ «— y ■ • -, , 



/ m n 

6iano Téquazioni della retta generatrice. I rappor^ 

t m 
ti M , -^ si dovi^anno supporre variahiti in modo 
ti u 

che la determinazione delPuno tragga ìseco quella 

àeìV altro. Ciò posto/ la legge (/) del moto gene- 

ratore si riduce a F(— ^ *^)==^o, la quale si troverà 

. n n 

eliminando x^y^ z dall'equazioni delia generatrice 

e delia direttrice. Surrogando quivi ad 1% m» n le 

quantità x — oL^j — §^ z — ^y rispettivamente propor- 

eionali^ si avrà 

X — « r — R 

F , :L_L) ^ o, . 

z—rt z—y 

per equazion generale delle superfìcie coniche. 
a) TroiPot requazione del cono assente per base 

una linea di second*ordine z=!=o^ y*=2px q= J^Jc*. 

Eliminando da questa linea, direttrice <e dalla gCf 
neratrice le x, 7^1 s, n^ risiilter'^ tra l ^ m^ n la 

8 
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relazione 

a 
esprimente la legge (/) del moto generatore. Quin- 
di Tequazione del copo. richiesto sarà 

(fiz — ^jY = 2/>(z — 7i(a« — yor) =?= -^ («2 — yx:)\ 

68* La Superficie generata dà una retta mo- 
ventesi secondo una legge assegnata , da alcuni è 
detta saper^cie storta^y da altifi ^apcrficie gobba^ e 
si potrebbe chiamare con maggior proprietà (a mio 
parere) super/loie rigata. Se ( come nelle superfi- 
cie cilindriche e coniche ) due posizioni successive 
della retta generatrice soiio sempre in un piano, 
la superficie rigata prende il nome di superficie 
sviluppabile; potendosi, al pari delle superficie pri* 
smatiche e piramidali di cui sono limiti (§.36 e nota\ 
svolgere e spandere ih un piano senza rottura o 
duplicatura. 

l^roifor Vequazion della superficie generata da 
una retta^ obbligata ad appoggiarsi* sopra tre linee 

direttrici. ,. 

«Sb/iiz* Immaginiamo due coni F(-II?,<--.ii)=o, 
^ z — ^y z — y 

fi ^ZllE) = o, abbracciati rispettivamente da 

z— y z—y 

due delle tre direttrici, e scorrenti col vertice co« 
mune a^y la terza direttrice $(a,/3,y)=o, y:a,^,y)=o. 
La intersezione di questi coni, attraversando tutte 
e tre le direttrici, saVà la generatrice della nostra 
.superficie. Dunque, eliminando a, ^, y da coteste 
quattro equazioni, Tequazion risultante sarà la di- 
mandata. Se 'le direttrici che a))bracciano i due 
cunf,fussero réltilinee^i coni si aprirebbero inpiaai. 
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a) Trwar Vequazione della superficie rigata 
a tre direttrici rettilinee. 

Soluz. Se due delje tre rette direttrici fossero 
in un piano, o tutte e tre parallele ad un piano, 
la superficie da generarsi non potrebbe essere che 
o un piano o impossibile, oppure una conoide del- 
la quale parleremo in appresso. Supposto che niuno 
di questi casi abbia luogo, prendiamo per assi coor- 
dinati tre rette parallele alle direttrici : Tequazioni 
dì queste rette, come rispettivamente parallele agli 
assi (ar), {jr)^ (2), saranno quelle de*punti 

^ (0, /3, yX («. o, y;)i (« , P', o), . 
ne* quali esse attraversano i tre piani coordinati 
Xi, Yi, Zi. Ed è a notarsi non poter essere a '^=^'Ìt 
a meno che le direttrici parallele a Xi non siano in 
un medesimo piano contro Tipotesi ; né, per .eg,u^ 
le ragione, poter essere /3 =?: ^', y =^ y'. * 

I piani mobili attorno le prime due direttrici, 
siccome paralleli rispettivamente agli assi (or), ^j\ 
avranno per equazioni Tequazioni delle loro tracce, 
nei piani Xi, Yi (§. 56 VI), cioè ; 

r — /3 




m l 

Perchè la loro intersezione sia la generatrice, blso^ 
gna supporre che si muovano seguendo il punto cor- 
rente {(x\ jS', z) della* terza direttrice; e però che il 
loro moto, funzione dì (/,/n), sia diretto dalla legge 

2 = y -+- — = y H^ — ;; — , donde 

m l 

~w(« ~ «).4-/(/3'~^) — /w(/— y) == o. 



Sottraendo y -+- :=yH dalla generatrice 



\ 



\ 
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y—S ^ jc.— a . . a?— a' r — ^ 
2=7-H— *=y-*- — — • SI ottiene — r--= — — ì 

ed eliminando /, m da queste ultime due, si trova 

(.r— «)( j— /3')(2— 7)=(j--^')(/— i3)(a— 7') , 
la quale si riduce al secondo grado , togliendone 
via il termine oc/z comune ad ambedue i membri, 
e rappresenta la superficie richiesta. Poiché cote- 
sta equazione è simmetrica rispetto ai due sistemi 
di quantità (a,/3,7), {pi,^,i), ne segue che la nostra 
superficie può venir generata eziandio dalla retta 

Y P X — a 

il cui moto, funzione di (/, m\ è diretto dalla legge 

Questa nuova generatrice incontra sempre la pris- 
ma. Infatti nel loro incontro si ha 

Xml m 

e percliè ciò sia possibile, debbe aver luogo la con- 
dizione (§. 62) 

condizione che esiste sempre , essendo la somma 
4elÌe due seguenti 

. — wXa--«') -+- /(i8-n/5'>-^W(7— 7 )• 

Dunque possiamo stabilire che la superficie rigata 
a tre direttrici rettilinee, i.^ può venir generata da 
due rette, cosi tra loro Vincolate, che tre posizioni 
qualunque dell'una dirigano il movimento delibai" 
tra\ 2.^ che perciò due posizioni successive di una 
medesima generatrice sono sempre ih un piano di- 



verso, e che quindi la super/loie generata non i ' 
sviluppabile. ■ ^ 

b) Se per ciascuna ^, di tre posizioni di una ger 
nera tr ice y ossia di trp direttrici^ conefuciamo due 
piani ^ paralleli rispettis^amente alle altre due; ne, 
risulteranno sei pianix i quali^ essendo due a due 
paralleli a due' delie tre direttrici e però tra di 
loro (§. 59 V), chiuderanno un parallelepipedo: il 
centro di questo parallelepipedo sarà il centro del" 
la superficie. i9im. infatti 2scj 2^^ 2yv siano tre spi- 
goli contigui di cotesto paralliclepi pedo: se ne pron«-. 
diamo il cèntro per erigine delle coordinate, neU* 
equazioni superiori coaverr^ porre «ct—t^ P' -p- ì ^» 
y== — y. Dopo ciò Tequazipne della superficie divie- 
ne (J^-T«)(r"»"i9)(2— 7) = (^xHrO()ij'—^X^'+-y)^ che syir 
luppata e fatte le riduzioni, si riduce a 

ajrz — l^za: -+- yxjr =^ ajSy, 
cioè di grado pari rispetto ai termini che contengo- 
no le coordinate, e dimostra che rdrigine ( centro 
del parallelepipedo ) è il centro della supèrfioic 
(§. 71 d), eh ramata iperboloide ad unafalda>^ 

Se le tre^lireltrici fossero parallele ad un pia* 
no datoci sei piani; condotti (colpe sopra) per le nie: 
desi me, si ridurrebbero a tre piani paralleli al da- 
to, e il centro sarebbe ^una distanzti infinita, e la 
superficie generata sarebbe una paraboloide iper^ 
bolica. r ' ' 

69. Superficie conoide è il luogo geometrico 
dì una retta che si muove parallelamente ad un 
piano direttore^ nelTatto che va radendo una retta 
fìssa ed una linea data. Qui, oltre il piano diret<^ 
ture, abbiamo due linee direttrici^ la retta fissa è 
la prima direttrice, e la linea data è la seconda* 

Trescar F equazion generale delle superficie 
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conoidi* Soluz. La retta generatrice può conside- 
rarsi come la intersezione bhe un pìai\o 

(1) AoT-t-BjH^Cz^D 

moventesi parallelamente al piano dato, fa con uh 
altro piano 

(2) 'A'(ar— a>+.B'(7~^)-+^>— 7)-==ò, 

condotto per la direttrice ' 

\oj ; == = ' ■■ I 

f m ' n 

e mobile attorncf la medesima. In questa ipotesi 
soiitt vaHàbili i co^ficifenti D, A, BVG'; ma i tre 
vltimi sono vincolati idalla condizione ($. 60 b) 
" •■' /A'-f-mB'4^>iC'=o. ' 

Da questa' é datisi (2) eliminando -G^ risulta 

A^ (z-^yjm^^(y^0) 

Così la generatrice (g) h rappresentata dalle due 
^nazioni ■ 

B n(;r— «)~./(s — y) 
ed it suo. moto è diretto d^ una legge funzione di 

(D^ -). Dunque 

V ^ . n{a:-cCy^l{z~yy 

è r^quazion generale delle conoidi* 

a) Tri>i/ar feqi^^on della comide generata 
da una retta moi^entesi parallelamente al piano jcy^ 
neirattQ' che, si appoggia stufasse (z)i e sopra una 

linea di second* ordine a? ^^ a, 2^ = 2py =p — ;^2, 

■ ' '• .' '■ a. 
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Soluz* In questa ipotesi Tequaeiàni della gè*- 
nera tr ice saranno (§• 58 V) 

Slimìiiando da queste e dalle precedenti jr» y^^i^ 
ne risulterà tra $ e ft la relazione 

^^ = 2pcfiii =p Z^^fji», esprimente la legge del moto 

generatore. Quindi Tequazione della conoide richie- 

P 

Sta sarà 2*^* = 2)oax7* =p «^a*^*. 

&) Trovar lequa^siofi. della, ^ìQnoide^ alloroh^ 
le linee direttrici' sono due rette, SoIhz* L'asse (z) 
sia Tina delle direttrici; Tasse (àc) ^sia la : retta che 
passa pe*pan^i ove le direttrici attraversano il pia^ 
nò direttore; Tasse (^) sia la linea incisa netl pìano^ 
direttore dal piano condotto per (z) parallelamente 
al Tal tra direttrice. Questa seconda direttrice paral- 
lela al piano zj'i e secante Tasse (o^) in un punto 
a: =^ d^ sarà ^ . 

X =i= dfjr\T=x: mz* 
£ la generaCrite parallela al piano direttore o^^sark 

'2=^, yz=ziix\ 
e perb il suo moto, funzione di ($, jul), si trovérk 

4 

( eliminando x^jr^ %) direttcdalla legge *^ =: -p^ • 

o d 

Av • !• ^*^ d 

Quindi — -= p- , 

. / 7» 

è Tequazione della conoide richiesta. 

Nota. Questa equazione ^^ssendQ simmetrica ri- 
spetto a z, X, ne segue che la proposta^ superficie 
può venir generata eziandio dalla retta 
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H CUP molo, fuBsióne di (d^^/x"), è diretto dalla legge 

•-7 = -7 . Questa nupm generatrice incontra sem^ 
od 

pre. la prima, imperoccliè la condizióne del loro 

incontro esige che si abbia C = "-: • 

< ' "' . • . 

£ questa relazione esiste sempre in virtù della leg- 

se —='-'==: ^ , che diri&:e il moto dell'una e deh 

Taltra generatrice^ Pertanto, poiché il moto di una 
retta è determinato^ se la retta sia obbligata ad ap- 
poggfarsi sopra tre rette fisse, possiamo stabilire, 
1.*=* che la conoide in questione può Venir generata 
da due rette così tra loro vincolate, che tré posizio* 
ni qualuncfue delfuna parallèle ad un piano^ diri" 
gario il movimento dell'altra; 2.^ che non può esiste- 
re simile vincolo, senza che ciascuna delle genera^ 
trici si ' muova sempre parallèlamente ad un piano^ 
ed incontri Valtra in ogni sua posizione^ 3.^ Che, 
sicijome i piani paralleli divìdono in parti propor- 
zionali le rette che insieme attraversano, così le 
successive posizioni di upa^generatrìce dividono in 
parti proporzionali tutte le diverse posizioaì dell* 
altra; 4.^ Che due posizioni successive di una me- 
desima generatrice sono sempre in un «piano diver-* 
so, e che quindi la superficie generata non è svi' 
luppabile, , ^* 

70. Superficie di rivoluzione e il luogo geome- 
trico di una curva che rota intorno ad un asse fisso, 
chiiLmato asse di rotàzit^ne. 

Trovar retjua%ion generale delle superficie di 
rivoluzione. 

Soluz. La superficie di rivoluzione può anche 
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supporsi g^nfefràta da ut^ circola di raggia variabi- 
le, perpendicolare atl^as&e >dì rotazione, e scorrepto 
col centro lungo il medesimo asse.' Tale circolò ge-> 
neratore potrà rappresentarsi così 

{x—a)' l(j— jS)(2— yVojXf ' 

cioè come la sezione che «h piano mobile, e perpen* 
dicolare airàsìse di rotazione, incide in una ^f^ra df 
raggio variabile p^ e col centro a^y nell'asse di ron 
tazrone. Secondo questa convenzione, sono variabili 
le quantità D, pS e Tuna funzione delTaltra. Quin- 
di la legge del mòto generatore si riduce à 

la quale, surrogati a D, p^ i loro valori, rappre- 
senterà Tequazion generale delle superficie dr rivo- 
luzione** 

a) Tro\>ar V equazione della superficie nata dal* 
la rivoluzione attorno Passe (x), \ .^ di una linea di 

second^ ordine z ^ o^ J^ "^ ^P^ ^ *^ ^^'y 2'° ^i ^^^ 

^ a ' 

retta a: =^— -= — i-. , , 

m n . 

Soluz*^ Supposti gli assi ortogonali, il circolo 

generatore sarà 

li cui moto, funzione di (D, p^), si troverà (eliminane 



_y 



p 



do a:,/,z) diretto dalla fegge 1* /»»— D»^2;)D:f:~ D; 

a . 

2.^ p^ — D* r=</7jD ^ fiy H- (nD H- 7>*. Quindi IV 
quazfoné della supertìcic richiesta sarà 
i.^ aijr^ -f-.z') ^ px^ — 2apx =ff o ; , 
2.° r*H-z^/i»='-4-»^)a:^-T2v»/S^-»y)j>-^jS^-4T7=^^^ 
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' Nota. SeMndoohè un^i|perbola rota intorno Tas- 
se trasverso o ìmniaginàrioi la super^cie generata 
sf 'chiama iperboloide di rivoluzione a due falde o 
ad una falda. La superficie generata da una. retta 
rotante intorno ad un asse, è, come vedremo^ una 
iperboloide di rivoluzione ad una falda* 

L'equazioni generali delle superficie cilindri- 
che, coniche, conoidi e di rivoluzione^ possono sor- 
tire di criterio per conoscere se una data equazione 
rappresenti una delle nominate. siipe^fieje. Criterii 
più diretti sono forniti dal calcolo ij^fioitasimale. 

- . 4 . 

Superficie algebriche in generale. 

Loro ordine f piano diametrale^ centro. 

71. Le nozioni generali, che si sono date intor- 
no le curve algebriche , si applicano del pari alle 
superficie, con la sola differenza che il corso delle 
prime si rappresenta con due coordinate, e con tre 
lo spandersi delle seconde. Pertanto noi qui ci li- 
miteremo a dare alcune definizioni, e ad enunciare 
alcuni teoremi che si dimostrano nel modo medesi- 
mo che per le curve. 

a) Una superficie del n^*'^^ ordine non può 
\>€nir traforata da una retta in pia di h punti{^.S6ui). 
' b) In una superficie curva si chiama superficie 
diametrale il luogo geometrico del punto medio di 
lina corda moventesi parallelamente a se medesima. 
/ Tutte le corde parallele dimezzate da una superficie 
si diranno corde coniugate a tale superficie ^ e vi- 
ceversa una superficie si dirà coniugata alle corde 
parallele che dimezza. In generale una retta si dira 
coniugata ad una superficie, se sia- parallela alle 
eorde coniugate a tale superficie. 
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Un pima diametralie. per^ien 4 Scolare alle sue; 
corde coniugaci si cìiiBxs^ai.pifinp jifincipa^^ 
superficie^ . * 

Dueipianì diametrali si dicono coniugati^ se\e, 
carde coniugate alt^uno, sono parallele all'altro. S . 

e) Se per uno de^p^inti ove uri piceno diqmetra*^ 
le aftraversa la superficie curvarsi conduce una, 
rettq, parallela alle corde fioniugate ad esso piano ^ 
tale reità sarà fangenteflnhiù è palese che in cia- 
scuno d espunti ove up piano dianietrale attra^versa 
la superficie curva, ivi ne svanisce la corda con-- 
lugata, e però ivi la secante che nasce dal prolun- 
gamento, della corda, riunendo in un solo i due 
punti comuni colla superficie curva, si trasmuta ili 
tan sdente. 

Viceversa, ogni retta che tocchi la superficie 
curva in un. punto dato, può sempre supporsi pa- 
rallela a un sistepfia di corde coniugate ad una su- 
perficie diametrale passante pel punto dato* 

d) In una superficie curva si chiamerà diame^ 
tra il luogo geon^etrico del centro di qna sezione 
simmetrica, .mt^veo tesi parallelamente a se, i;p^(jle3Ìt 
ma* Tutte ;Je'.so*Ì9ni simmeti:|che e p^ralleje^. pel 
cui centro pass^ il diametro, si diranno cqìì,i^g(t(ei 
al diametro; e questo coniugato a quelle. In gene- 
rale, diremo piano coniugato ad un diametro, ogni 
piano parallelo alle sezioni coniugate al diametro. 
Similmente una retta passante pel diametro, e con- 
tenuta nel piano coniugato al medesimo , si dirk 
linea coniugata al diametro. 

e) È manifesto, che laddove il diametro attra- 
versa la superficie curva, ivi ne Svanisce la sezio- 
ne coniugata, e però ivi il piano che nasce dal pro- 
lungamento di tale sezione , si trasmuta in piano 
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tangente. Ora questo piano tan^nte debbe d'al- 
tronde esser parallelo a tutte le corde caniaga!; 
alle superficie diametrali che passano pél punto d 
contatto; dunque il diametro dovrà trovarsi sopn 
ciascuna di tali superficie, dimezzando al pari ili 
esse le corde coniugate; sark dunque la loro comò- 
ne intersezione. Pertanto, allorché le superficie dùt 
metrali sono piani (come nelle superficie di secoD<f 
ordine), i diametri saranno linee rette. 

Un diametro rettilineo' perpendicolare alle se- 
zioni coniugate, si dice asse principale della su- 
perficie. 

f)' Centrò di una superficie curva è il centro 
di simmetria della medesima, vale a dire il ponto 
ove. restano dimezzate tutte le corde che vi passane 

Se una superficie siq simmetrica intorno ad 
un- centro, preso questo per origine delle coordi- 
nate, r equazione di tal superficie doserà riuscin 
di grado pari rispetto ai termini die contengono 
le coordinate, e sncts^ersa (§. 36 d) 

Una superficie algebrica non può ay^re più di 
uh centro di simmetria, a meno che non consista 
in un sistema di rette parallele, cioè in piani pa* 
ralleli a in superficie cilindriche (iti). 



CAPO SECONDO. 
Superficie di seconiT ordine. 

Equazion generai e e sua trasformazione, centro^ piani diametrali 

e riduzione dell' equazion generale, 

72. Uequazion generale delle superficie di se- 
cond^ordine riferite a un sistema qualunque di assi 
coordinati («r ),(^), (s)^ può presentarsi soUo la forma 



(A) • . • . Bj^» • 
Cz^ 



tCjz A X 
B'zo:— 2BV— D 

cV !c''« ' 



simmetrica rispetto ai tre sistemi di quantità 

{X, A, A\ A"), Cr, B, B; B"), ^(2, C, C, C), 
restando essa invariabilci allorché si alternano le 
lettere di un sistema colle corrispondenti lettere 
di uno qualunque de'rimanenti sistemi. 

Si noti 1,® che i coefficienti A, B, C, A\ B', C 
non possono supporsi nulli simultaneamente, senza 
che l'equazione (A) cessi di essere di secondo grado; 
2.^ che divìsa TeqUazìone (A) per uno de'suoi coeffi^ 
cienti, questi si riducono a no\^e\ e che per conse- 
guenza da questi nove dipende essenzialmente la na- 
tura della superficie correlativa. 

a) La sezione fatta da un piano in una super^ 
fide di second" ordine è una linea di second" ordine ^ 
od una retta* Dim. Infatti è sempre permesso di 
prendere nel piano secante due destre assi coordf- 
nati, per es« gli assi (x}, O): in questa ipotesi la 
equazione della sezione sarà ciò che diventa (A)) 
quando vi si pone z=zol ^^^^ un'equazione di secon- 
do grado tra le coordinate x^ y\ oppure di primo 
grado nel caso che riuscisse 

= A = B = C. 
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b) Nelle superficie di secondCordine due seziO' 
ni piane e parallele^ ma non iperboliche^ sono simili. 

Dim. Facciamo scorrere paralleli a se stessi i 
piani coordinati, trasportandone Torigine in un pun- 
to qualunque a/?y, e però surrogando a:H-a, J^^% 
a H- 7 ad x^y^ t. Per questa sostituzione i termini 
della seconda dimensione nelTequazione (A^, si man- 
terranno evidentemente i medesimi. Ora è noto che 
due linee (Hi second*ordine, non iperbole, sono si- 
mili, se le loro equazioni fra coordinate di eguale 
obliquità, presentano rispettivamente idehtlci i ter- 
mini della seconda dimensione (§. 55. notti). Dunque 
la nuova sezione, che nella superficie (A) fa per es. 
li piano xy^ è srmile alla sezione parallela che vi 
faceva nella posizione primitiva; e le linee delVuna 
sono parallele e proporzionali alle linee omologhe 
deir altra.. 

Allorché poi due sezioni parallele sono iperbo- 
le, se non riescono simili, Tuna sarà simile alla ìper- 
boia coniu2:ata deiraltra. 

e) NelT equazione (A) trasformare le coordina- 
te in altre di origine e direzione dis^ersa^ e poscia 
in coordinate polari. 

Solus. 1.® Alle coordinate x,j^, z converrà so- 
stituire (§. 63) 

ove //n/i, l'm'n /'W/i', rappresentano le direzioni 
de' nuovi assi coordinati {x\ (j^)^ {z). Avvertendo 
essere simmetrici i tre sistemi di quantità 

(x,/,/'r,A,A',A'^Oi(y'>Jw^'wW',B,B'B''), (j2?,7z,nV,C,C,(T'), 
tale sostituzione può eseguirsi a colpo d*occhio de- 
terminando successivamente i coefficienti P , 2Q , 
— 2R di x% j*2, JC, e deducendo per simmetria i 
coefficienti (P', 2Qr, — 2R) , (P", 2Q% — 2R0 di 
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(^^, zx^jr) (2», xjr^ z). Designiamo per — S il com- 
plesso de* termini senza coordFnat^. Ove si noti che 
ciascuno di questi coefficienti debile comporsi dì tre 
parti simmetriche rispetto agli' accennati sistemi à\ 
quantità , e che perciò basta cbposceir Tona di tali 
parti per dedurne in simmetrici ciascuna delle altre 
due, troveremo assai rapidamente 

h!mn ((A / H- Bn -f- Cm)l ^ 

Clm ( (Gti -*- A m-4- B7 )n 

vale a dire : P, coefficiente di x», è ciò che ^iVe/i- 
tano neir equazione (A) i termini della 2^ dimenzio^ 

ne in x^ /, z, allorché ad x^jr^z^ surroghiamo l^m^n. 

In virtù della simmetria, P", V' e ciò che diviene 1^ 

se ad ^1 m^ n si. sostituisce /, m\ n\ ovvero f^ m*^\ 

Atr lA'(mV'-f-mV) 

Q = Bmm^-4- mini" -+- n't ) 

CnW \a{tm'^tm') 

( {kf H-B VH-Cm')/' ( {kt 4-Fn''-t-Cm y 
= {(Bnt'HrCT' H-A'nOm'^=:^(Bi»Ver-hA'<W ; 

( (Oi'-f-A «'^B7 V ((C/i"-+-aW'h-BT V : 

{A/H-B'nH-Cwì« IA7 (CAa^B'7H-C'/3— A> 
— R=(Bm-KC'/-^A'n)i3— B' w== ( (Bj3-hC«+A'7— Jtf )m 
(C/i-+-A'/»-*-B7)y • Ic'n ((Cy-t-A'^H-Bo— C>. 

Si ottiene Q', Q" se in Q ad /'m'/i', l'^niri' si sosti- 
tuisce Vnin^ Imn^ oppure imn^ Vniii. Si o.ttiene 
poi A^i R'\ se in R 9A Imn si sostituisce tnir^ ^ 

Infine è facile a v^deret che — ^S è ciò che dir 
%^enta il primo membro di (A)i allorché ad x^/^'z 
surroghiamo «, /3; 7. . ., 

Poste, queste determinazioni, (A) si muta, in . 



(A) 



I • • • • 






Q^x — 2 

$xr 
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a."* Sia.«/3y il polo, ea^ = — —-=— r-= ^i 

irraggio vettore del punto aJjZ ilelfa iruperficic (A). 
Converrà sostituire in (A) (S.64)^e=^/i^-H<,^^mi^-Hj3f 
z^riif-i^. lì risultato di tale sostituzione sarà evi- 
dèntemente ciò che diventa (A)„ se in e^sa Fac€iaina 
o = j^ = z, ed iT = i^ : sarà dnnque 
(A):i ..-..• P<;^ — 2R(^ — S =^ o. 

Nota. Se la retta v e tutta nella superficie, (A), 
dovrà verificarci indipendentemente da i', e pero 
essere 

ó==P==R=S. 

Se la secante if riunisce in un solo i due punti 
comuni colla superficie, trasformandosi m tangente; 
(A)a dovrà avere uguali le sue radici, e però risol- 
versi in 

R 
R>-hPS=^o, i'^^ -• 

La prima di queste equazioni esprime la con- 
dizione, cui debbe sodisfare la direzione Imn della 
tangente v di cui a^y è un punto. Quindi 1,^ sup- 
poniamo oc(ìy un punto corrente xyz di i;;R»H-PS==o 
rappresenterà la superficie luogo geometrico di tut- 
te le tanr^enti aventi la direzione Imn, cioè un ci* 
lindrà circoscrìtto;, 2.*^ Costituiamo ^r^-a, f — ^^ z — t 
ad /,in,n; R* H- PS = o rappresenterà la superficie 
luogo geometrico delle tangenti che partono dal 
punto «^7; e per5 un cono circoscrìtto se ct^y è 
fuori della superficie, e sé a^y è sulla wiperficie , 
essa cangiata in R = o (a causa di S = o) rappre- 
senterà uh piano tangente nel punto a^y. 

Infine se k tangente vhì voglia infinita o asin- 
toto,^'sara «.:.... 
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^ R R 

Di queste due equazioni la seconda B= o (sostituen- 
do ;r, 2,7^ ad «, ]8, y) rappresenta un piano asintoti- 
CO9 cioè un piano che comprende tutti gli asintoti 
paralleli alla direzione Imn di una retta qualunque 
contenuta nella superficie rappresentata (sostituen- 
do oc — a, j^—- jSt 2—7 ad /, m, n) dalla prima P=:o. 
è) Centro* Dato che esista il centro^ per deter- 
minarne le coordinate a, j3, y, basta trasportare nel 
medesimo l'origine degli assi: dopo simile traspor- 
to, la trasformata (A)i dovrà risultare omogenea ri- 
spetto ai termini affetti dalle coordinate, qualunque 
sia la loro direzione (§.71 d)i dovrà dunque aversi 
o = R = R' = R'^ Ora queste equazioni, dovendo" 
verificarsi indipendentemente dalle direzioni Imn^ 
mn^ imn , si risolvono in 

A* = Aa -t- B'y 4- C'p 

(1) B" = B/3 -f. Cct -^ A 7 

C" = Cy -f- A'p + B'a; 

donde (combinando la prima colla seconda per eli- 
minare /3> e poi alternando nel risultato « e 7) si 
deriva 

(AB — C»)«H-(BB' — CAOy^BA" — CB" , 

(BE'— CA>+(BC — A'»)7 ^ BC — A'B'; 

ed eliminando y, 

L(AB — C») (BC — A») — (BF -- C'A>] a =. 

(BC— A'»)(BA*--CB")-<BB'— CAO(BC*— A'B"). 

Dunque 

(BC— A'')A'MCg— A B')B"— (BB'-C^AQC 

** ~~ ABG-f-2A'B'C'— (AA*M-BFM-CC») 
e per simmeU'ia 

8 
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(CA— B'»)»'— (AA'— ^8)0"— (CC~A'B')A" 



ABC+2A'B'G'— (AA'm-BB'm-CC') 
_ (AB— C^'X^MBB^-~CX)A''-<AA— B'G^)B" 
^ — ABG+.2A'B'G'— <AA'm-BB'M-CG'>) 
Pertanto ogni volta che il denominatore 
ABG+-2A'B'C'— (AA'h-BB'»-hCC'>)= U 
non è zero, le coordinate a/Sy hanno un valore fini- 
to, ed è certa resistenza del centro. Più sotto ve- 
dremo la verità deirinverso, vale a dire se il sur- 
riferito denominatore riesce=o, il centro non esiste. 
Nota. 1.". Dalle (1) si trae 

A"a-|JB''PH-C"7=AaM-B/3M-C7'H-2(A'P74-B'7flH-Ga|3), 
e quindi 

S = D -H A"a 4- B'-jS -t- C "y 



=D-f-=- 



1 



(BC— A'>)A'« 
(CA— B'=')B''» 

(AB— G"X]'" 



2 
U 



rAA'— C'B')B''C" 
(BB'— CA'Xy'A" 

(CC— A'BOA"B" 



In questo caso, (A)a divenuta Vv* — S, somministra 

S 

e quindi il valore di un raggio (^ condótto dal cen- 
tro alla curva, datane la direzione Imn* 

2.^ Se debbasi trasportare Torigine delle coor- 
dinate nel centro, senza mutarne la direzione, allo- 
ra (A) (fatto /•==1,o = /»=T^w; /i» =1 , o=r=^n ; 
n=i^a=t^=rn') diverrà ^ 



A.r^ 
BrM-2 



kyz 

B'zx- 

C'a;y 



A"« 
B"^— D=o, 



f) Piani diametrali. Determinare una superfi- 
eie diametrale^ è (per la definizione §.71 b) lo stes- 
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ìo che determinare il luogo geometrico del punto 
fnedio a/Sy di una corda 2(^ moventesi parallela- 
mente a se medesima. La semicorda ì; , partendo 
lai punto oc^y e terminando al punto ayz della su- 
perficie (À), è rappresentata dairequazione 

a: — 'OC y — iS z — y , . • 

\^ = — ; — = — *— = ■ . Sostituendo in (A) 

l m n 

at? == /ì; -t- cf, ^ == /wp -f- j8| 2 == »<^ -4- y > otterremo 
il risultato (A)^ ) ove la direzione Imn di v si deve 
supporre costante, e corrente il punto medio cc^y. 
Ora r equazione (A)^ non puoi dare per la semi- 
corda if due valori eguali e di segno contrario, co- 
me si richiede, se non sia 

((A/-»-B'/i-4-C'm)a A7 
o=— R=J(B/i»-HC/-+-A'n)P— B'm • 
((Cn-+-A'/?H-B7)y C'k 

Ma questa condizione dimostra che a^yt punto me- 
dio di 2f^, scorre sul piano 

Ì(A/-HB'nH-Cm)ar (A'7 
(BffH-C7-f- A'n)r« { B'm, 
(C/i-f.A'/?H-B7)z (Cu 

((A:i>-hB'^-+-C>— A')/ 
ossia ì (Bj-hC'aH-A'«~B'Ow = o 

((C2-t-A>-hB'ar-0 

equazione che è verificata dalle coordinate del cen- 
tro. Dunque ogni superficie diametrale è un pian% 
è passa pel centro quando il centro esiste (*). 

{*) N. B. Designato per u il i.» membro dell'equazione (A)^ 
ove si adoperino ì simboli del calcolo infinitesimale, TequazioA- 
ne (R) del piano diametrale potrà presentarsi sotto una delle due 
forme seguenti 

\ ' iéyfx -i-^jr-h — z)=A'7 4- B'm + C'n; 
di dm dn 

^^ dà , du du 

2. -— / -H -7- m 4- -j-n = o. 
dx djr dz 
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Dunque tre piani diametrali, che non s'inler- 
sechino lungo una medesima reità , manifesleranno 
col loro concorso se e do\fe esiste il centro. 

]ja direzione Imn deUe corde coniugate al pia- 
no diametrale R=o, si dirà direzione coniugata a 
tale piatto , e viceversa. 

Per trescare un piano diametrale coniugato ad 
una data direzione, si conducano tre corde paralle- 
le alla data direzione : il piano determinato dai lo- 
ro punti di mezzo, sarà il richiesto* 

Se la direzione fm'n sia parallela al piano dia- 
metrale (R), avremo pel noto teorema (§• 60 b) 

o = ]m'(B/jH-C74-An)= jm(Bm'H-C7'-+.An')===Q''. 
( n'(CnH-A m-+-B7) ( /i(Cw'h-A W-h B7') 

Ora questa identità dimostra che, se la direzione 
Imn delle corde coniugate a un piano diametrale 
R = o, é parallela ad un altro piano diametrale 
R' = o; anche la direzione Vmn delle corde con- 
iugate a questo è parallela al primo, e i due piani 
diametrali sono coniugati tra loro. 

g) Trovar Fangolo compreso tra una corda e 
il piano coniugato. 

Soluz. Designiamo per )t> la retta che sugli assi 
primitivi (jc), (j), (z), ha per proiezioni ortogonali 

A/-+-B'/i-HG'm, Bm-hC/H-A'/i, C/t-hA'w-HBV , 
L angolo che la corda 2sf fa col piano coniugato 
(R), si avrà da (§. 60) 

f(A/-|-Bn-hC'm)/ 
psenO =yRm-4-C7-+-A'«)m==P. 
((C;i-HA'm-HB/)/i 

Se risulti P=so, sarà ^e/id=o, e per conseguente la 
corda 2(^ parallela al piano coniugato, da cui deve 
esser dimezzata: assurdo manifesto. Dunque la conr 
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dizione essenziale nWesistenza di una corda parai' 
ieia ad una data direzione Imn^ e del piano coniu" 
^ató (R), si riduce a ciò che non riesca P=o. 

Intanto noi conosciamo il signi^cato geometri- 
co de^coefficienti R, Q» P deirequazione (A)i. R=o è 
l'equazione di un piano coniugato alla direzione 
inin'^ Q'==o esprime la condizione perchè la direzio- 
ne l'mn sia parallela o contenuta in tale piano; e 
Y==psenQ somministra Fangolo 9 compreso tra co- 
testo piano e le corde coniugate. 

h) indurre f equazione (A)i alla forma pia sem-' 
plice. 

Soluz. Supposto P'' diverso da zero, prendia- 
mo per piano de*nuovì assi {x)^ [j)y ì^ piano con- 
iugato alla direzione tmn del nuovo asse («%.cìoè 
il piano che nel sistema de*primi assi ha per equa- 
zione R*=o. Poiché le direzioni Imn^tmn de*nuo- 
vl assi (x)» {j) sono in questo piano, sarà o=Q=Q. 
Inoltre la sezione che il nuovo piano xj incide 
nella superficie (A), dovendo essere una linea di se- 
cond^ordine od una sua varietà, potrà rappresentar- 
si con l'equazione 

Px» -4- Py^ — 2Rar — S=o. 

Dunque l'equazione (A)i potrà sempre ridursi alla 
forma 

(A)' .... PxM-P>H-P"2^^2Ra:— &===o, 

e però farsi o=R=R"==Q=Q=Q'' . 

Se uno od ambedue i coefficienti P, P^ risultas- 
sero eguali a zero, Tequazione (A)' non si potrebbe 
rendere omogenea rispetto alte coordinate , e per 
conseguenza rappresenterebbe superficie pris^e di 
centro (§.71 d). Ed è a notarsi che non può aver luo- 
go Tevanescenza siihultanea di Q, Q', Q^', e di uno 
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de*coefficientl P, P', per es. di P, senza che sia 

o=A/4-B'/i-^-C'm=BmH-C7-4-A'7i==Cln+A'mH-B'^^ 
e però R=A'7-+-B''/7H-CV 

Infatti se ciò non fosse, le tre equazioni 
o = Q' = Q'' = P, esprimerebbero che le direzioni 
Imn^ l'nin\ V'mn de'nuovi assi, sono tutte paral- 
lele al piano (§. 60 h) 

(A/H-Bw4-C/»)x4<Bm-4-Cr/4-A'/i)r*-(Cw+A'm^ 

e però esprimerebbero Tassurdo che il piano dia- 
metrale xj e parallelo alle corde 2z^ che deve di- 
mezzare. 

Classificazione delle superficie di secane ordine. 

73. I. Superficie senza centro. Un^equazione di 
secondo grado rappresentante una superficie senza 
centro, è sempre riducibile ad una delle tre seguen- 
ti equazioni 

P "i* — 2Kx — S = o , 

Vy 4- Tz" — 2Rx — S =p o , 
Vr^ — PV — 2Ra: -: S = o . 

Imperocché il segno di 2Rar varia a nostro arbitrio 
con x\ e se F^non è zero, o ha lo stesso segno di P'^, 
o segno diverso. Le superficie corrispondenti a tali 
equazioni si chiamano rispettivamente: paraboloide 
cilindrica^ paraboloide ellittica^ paraboloide iperbo' 
lica. Se R risulta ^= o^ cotesto superficie si mutano 
nelle seguenti >Hxrietà : 1.^ sistema di due piani pa- 
ralleli , distinti o coincidenti, Kali o immaginarli; 
2.^. cilindra elUitico^ reale o immaginario, od una 
retta\ 3*^ vilmdno iperbolico f o sistema di due piani 
che si segano* 

Prendasi l'origine u^y nel punto ove Tasse (x) 
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attraversa la superficie : sarà S = o. Quindi fatto 

-==-,-=- ,donde P := - , P' = -. .le tre 

precedenti equazioni, divise per aR somministrano 

ove le quantità , — — rappresentano i parametri 

€L Ci 

delle tracce paraboliche y^ — 2 — x^ z^==2^ A:,fat- 

a a ' 

te dalle paraboloidi né*pianì xj-^ xz. 

IL Superficie con centro. Un^equazione di se*- 
condo grado rappresentante una superficie con cen- 
tro, è sempre riducibile ad una delle tre seguenti 

Pa:^-HP>- — PV = S, 

Vx^ — Vy — P' 2* = S ; 
ove Torigine ajSy è nel centro, per cui passano i tre 
piani diametrali R = o, R' ==^ 4>, R'^ = o. Infatti , 
supposta S positiva (se non lo fos^e, si renderebbe 
tale cambiando il segno a tuttt^ Tequazione), i coeffi- 
cienti P, P', P" sono o tutti e tre positivi (se fos- 
sero tutti negativi, Tequ^izìone sarebbe assurda); o 
uno solo negativo ; o du0 negativi. Le superficie 
corrispondenti a tali equazioni si dicono rispetti- 
vamente: ellissoide-^ 'iperboloide ad una falda\ iper- 
boloide a due falde. Se S risulta = o, cotesto su- 
perficie si mutano nelle seguenti varietàt la prima 
in un punto; e le ultime .due in un cono (§• 67). 

^ S S , S ^ , 

Falto ^ = a' , p = b% p,= c% donde 

s s s 

P = -^ , F = 7-» , F' = -; , le tre precedenti equa* 
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zioni divise per S, diventano 

x^ y^ a* or* jr^ z^ x^ y^ z^ 

a* fc* e* ' a* &» e» ' a» 6» c^ ' 

. e quindi 

ove le quantità a%db6S=t:c' sono i quadrati di 
tre semidiametri coniugati , cioè rappresentano i 
quadrati delle distanze reali o immaginarie che in- 
tercedono tra il centro e i punti ove gli assi (a:) 
{y)% (^) attraversano la superficie. 

a) Nota. \. Supposti gli assi ortogonali, delFe- 
quazìoni (§. 70 a) 

x-^^ z- . x- .j:!±l\ - 

a* e* a* ^ 

la prima rappresenta una paraboloide ellittica ge- 
nerata da una parabola rotante intorno al suo as- 
se; la seconda, un'ellissoide generata da un'ellisse 
rotante intorno ad uno de'suoi assi; la terza, una 
iperboloide ad una falda generata da un^iperbola 
rotante intorno al suo asse immaginario; la quar- 
ta , una iperboloide a due falde generata da un 
ìperbola rotante intorno al suo asse trasverso. L'im- 
magine di queste superficie, nel caso particolare che 
siano di rivoluzione, giova a concepirne la forma 
nella loro generalità; giacche a quest'uopo non si 
deve far altro, che sostituire alle sezioni circolari 
perpendicolari all' asse di rotazione, sezioni ellit-- 
tiche. 

2* Dalla maniera onde l'equazione (A) si è ri- 
dotta ad (A/ si raccoglie, che ogni sezione appar- 
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tenente alla famiglia delle ellissi od iperbole, dk 
luogo necessariamente a tre assi coniugati {x \ {j\ 
(z) della superficie, due de'quali sono diametri con- 
lugati ed arbitrari! della sezione, e il terzo è un 
diametro della superficie coniugato alla sezione; e 
che inoltre a siffatta sezione corrisponde parallelo . 

nel centro (quando esiste) un piano diametrale. 

3. Se nelle superficie dotate di centro 
Pjc* db Vy^ rb F'^» = S, due piani x'j , fz sono 
coniugati, il primo contiene il diametro {xf) con-^ 
iugato al secondo, e viceversa; e le corde coniu^ 
gate ad un piano sono parallele al diametro con^ 
iugato al piano. Conseguentemente due piani dia^ 
metrali saranno coniugati^ se Vuno di essi cont&i" 
ga il diàmetro coniugato alValtro (§• 72 /)• 

4« La intersezione di due piani coniugati a due 
diametri, è una retta coniugata al piano diametra- 
le determinato dai due diametri. Infatti questi dia- 
metri, essendo coniugati ambedue alla direzione di 
tale intersezione, passano pe*punti medìi delle cor^ 
de parallele alla medesima, tre de'quali determi- 
nano d*altronde il piano cui esse sono coniugate. 

Direzioni principali. 

74. Diremo coniugate le direzioni Imn^ Vniri^ 
Vm^'n vincolate da o r= Q = Q' == Q", cioè le di-^ 
rezioni di ogni sistema di assi coordinati^ rispetto 
ai quali l'equazione delle superficie di seconcTor^ 
dine assume la forma (A)'. E tre direzioni coniuga- 
te si chiameranno principali , allorché ciascuna è 
perpendicolare alle altre due. 

L'esistenza di un piano principale (§. Ti b) trae 
seco necessariamente resistenza di tre direzioni 
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principali. Infatti in (A/ sia principale il piano or/'. 
Noi potremo prendere per (a/), (jr*) gli assi prin- 
cipali della sezione che il piano x'/ fa nella sa- 
perficie (A/. Dopo ciò i tre assi {a:% (y), '{z) delf 
eqciaziotie (A)' saranno evidentemente ortogonali tra 
loro, ed in conseguenza principali le loro direzio- 
ni //7»n, tmWj rmV, 

Poniamo ((A/ 4- Bn -4- Cm)x 

\(Bm H- CI -H A'n)jr = f(lmn) t 
(Cn -H Am -+- B7)z 

sopposte coniugate le tre direzioni Imn ^ l'mn'f 
t'mW\ si potrà stabilire, a causa di o=Q=Q'=Q'', 
4 .** che de'tre piani f{lmn\ f{tmn)^ f{tm"n')^ cia- 
scuno è parallelo alle due direzioni, delle quali son 
funzioni rispettivamente gli altri due piani; e per 
conseguenza, allorché le direzioni son principali, 
ciascuno di cotesti piani è perpendicolare alla di- 
rezione di cui esso è funzione; 2.^ che quindi per- 
chè una direzione! Imn sia principale^ è necessario 
e basta che sia perpendicolare al piano fjmn). 

Pertanto, fappreseptata per p la retta che su- 
gli assi (^), (^), {z) ha per proiezioni 
A/ -f- B n -H Cm, Bm 4- C7 H- An, C/i -f- AVn-HB7, 
a determinare le direzioni principali Imn si avrà 
la proporzionalità (§• 60 a) 
p A/H-B'^+Cm BmH-C74.A'/i 

1 /-hmco^ZiH-nco^Yt m-h/ico^Xi-f-Zco^Z* 

Cyi4-A/yH-B7 

n-f-/cojY,*H»co^Xi 
_A/H-BmM-C»M^2[A'iim-+.Bn/H-C7m]. 
È palese che se'fosse cognita p^ la cognizione della 
«direzione Imn dipenderebbe da un'equazione di pri- 
mo grado* Cerchiamo adunque un*equazione tra p 
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ìed A, B, C, A', B', C» eliminando /, m, n dalla rU 
portata proporzionalità. Combiniamo ivi il prima 
membro col secondo ponendo in evidenza i coeffi- 
cienti totali di l^m^riy e poscia alterniamo /,A,A\Xi 
con m, B, B', Yi: otterremo 



/•••• 



{pcosZt — C)/-+-^9— B)m4-(;ocojXi— A^n=o. 
Da qui eliminiamo m, e nel risultato alterniamo 
/, A, A', Xi, con n, C, C, Zi: sì avrà 



(/») 



(;, - A)(/»-B) . ^ 
-(jocojZx-CO» ^ " 



{p-MpcosYx-'B) 
-(pcosZi-C)(pcoslLi'À!)f 



'•—• 



n 



^pcosXi^ALy; 



(p-BYpcosJi-B") 
-(/t)co jZi-CJQ9Co^X,-A0 
equazioni ciascuna delle quali , cognita che sark p, 

dark il valore del rapporto »-^; e quindi alteman- 



n 



do /, A, A', Xi con m, B, B', Yi, dark pure il valore 



m 



del rapporto — * , e conseguentemente combinafai 

n 

mncoslLi 

nlcosYi 9 determinerk la direzione 

ImcosZi 



con i =mM-2 

principale imn* 

Da esse, eliminando ne dividendo per/, si trae 

o^==l(p^A)(p^By(pcosZi-C)^ll(p-B)(p'C)4pcosXi-^^^ 

—l(p-B)(pcosYi''By(pcosZi-GXpcosXi-A')r; 

e sviluppando le parentesi [ ], e dividendo per ^-B, 

(/3— A)0)co>Xi~A> 
y>— B)(/>co^Yi— F)* 

'+'2(pcosXr^AypcosYi^I()(pcosZi'^'). 
Ordinando per p^ e. riducendo giusta le note rela- 



(/^— A)(p— B)(/i~C>— 
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doni di trigonometria sferica^ fatto 

senXisenY isenz = H (§• 56 3*), troveremo 

(Asen^'K.t KsenYiSenZiCOsx 
H^p^ — ÌBsen^Yi — 2 B'senZisenXtCosjr^p 
(Csen^Zi G s€nK,tsenY iGOsz 

ip) ((BG~A'0 (AA'SV)cosXr 
(CA— B'^)— 2 

(AB— G^-) 




(BF— CAOco^Y) 
{CC—A'B)cosZ, 

equazione che nel caso degli assi (x), (/)} {z) orto- 
gonali, diventa 

A KBO-A'-) 

B+p 
C 



(P% 



(CA— B'a>-.U=^ 

(ab— C'^) 

Così la determinazione delle direzioni principali di- 
pende dalla cognizione delle radici dell'equazione 
(p\ Si avverta che ad ogni radice reale di (p) e di- 
versa da zero, corrisponde una dit*ezione Imn per- 
pendicolare a un piano principale (§• 72 g). 

a) V equazione (p) ha reali le sue radiei^ ed 
una almeno diversa da zero. 

Dim. Supponiamo (poiché è lecito §• T2 h) che 
l'equazione (A) sia ridotta alla forma 
(A/ Aa:M-Bj-^-4-C2»— 2A'^a>-D=o: 

l'equazione {p) (fatto o=A=B=C') diviene 
{p\ H>MAye/i*Xi-+-Bje/i»YiH-Gf6Ai^Zi)/7» 

-^(BG-hGA-*-AB)/?-ABC==o. 
Ricerchiamo adesso le condizioni, perchè o tutte e 
tre le radici di {p)^ o due, o una, o nissuna sia 
eguale a zero. 

4*^ Perchè le radici di (/i)a riescano tutte ugua- 
li a zero, si richiede che ne svaniscano i tre ul- 
timi termini, o che si abbia 

!•* ABC;=o, 2."BG+CA-f-AB=o , 
3.* A^en^X,H-B^en»Y,-l-Cje/i^Zt 
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Se per verificar la 4.^ di queste, si pone scolina 
delle tre quantità À, B, C, per es. G, la 2.^ di- 
venta àB=o; e se per verificar questa si pone — o 
una delle due quantità A, B, per es. B, la 3.^ di*- 
venta A^en^Xi=o, donde A = o. Così non si può 
verificare simultaneamente la 4.% 2.% e 3.% senza 
che sia o==:A=B=rG9 cioè senza che Tequazione (A/ 
cessi di essere di secondo grado. Dunque {p)a non 
può avere uguali a zero tutte le sue radici. 

2.^ Perchè due radici di (^p):^ risultino eguali 
a zero, è d^uopo che si abbia 

1.* ABC = o, 2.* BCh-CA-*-AB==o; 
e per verificar queste due si richiede che siano 
eguali a zero due delle tre quantità A, B, G. In 
questo caso la terza radice di {p\ è reale e diver^ 
sa da zero. 

3.^ Perchè una delle radici di {p)z risulti egua- 
le a zero, fa d'uopo che sia 

ABC=0| 

cioè uguale a zero una delle tre quantità A, B, G. 
In questo caso le altre due radici di (p)^ saranno 
reali. Infatti poniamo =o una delle tre A, B, G 

per es. A; {p)^ fornirà 

_ 1 (B^^/i*Yi / (Bfe7t»Yi-H>eii»Zi)> U 

^ ~ 2HaJG^en^Zi ~ \—tiRCsen'Yrsen^Z,sen^x) 
radici ambedue reali, essendo 

(B^e/i^Yi-hGjew^Z,)»— 4BGye/i»Y,^^/i»Zi= 

e però (Bje/i*YiH-Gye7i^Z0">4BG5e/i*Yijen»Z, 

4^ Perchè nessuna delle radici di (^)^ risulti 
eguale a zero, si richiede che non sia eguale a zero 
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il prodotto ABC. In questo caso Feqtiazione (p)29 

siccome di terzo grado, ha per lo meno una radice 

reale. 

Dunque in ogni caso (p)^ ha una radice reale di- 
tersa da zero. Dunque esiste sempre un piano prin- 
cipale per lo meno. Dunque Tequazione (A) col me- 
todo già insegnato (§• 72 h) può sempre ridursi alla 
forma 

PxM-P>M-P"ir^*— 2Qa:— 5=0 , 

in modo che le direzioni Intrif tm'rif tmn de nuo- 
vi assi (or), {y\ (2), siano principali. In questa ipo- 
tesi i coefficienti 

P, P', F' 
sono, com'è noto (§• 72 6), ciò che diventa 
A/* -+- Bm» 4- Cu» -f. 2{Kmn H- Uni H- Glm) , 

allorché la direzione Imn si suppone principale; 
sono adunque le radici deirequazione (/?), e però si 
avrà 

U = ABC -f- 2A B'CMAA'H-BFM-CC'^)=PP'F'f/^ 
E poiché tali coefficienti debbono essere tutti e tre 
reali dal momento che n^esiste uno diverso da zero 
(§• '^S g-); ne segue che le radici di (p) sono tutte 
reali. Quindi il numero delle positive (per la rego- 
la di Descartes) sarà eguale alle variazioni di segno 
che hanno luogo ne'termini della stessa equazione. 
Così dalla semplice inspezione delVequaùone (p) si 
può subito riles^are quale specie di superficie rap» 
presentir equazione (A) (*). 



(*) Nota le Ciascuno de'binomii 

{b) . . . BG — A'% CA — BS AB~C* 

risulti =, ovvero ^ o .- le quantità A, fi, G dovranno avere lo 
ttesao segno. Supponiamole positive: si avrà ($.40 ^ ^o^) 
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b) Data una superficie di second^ordine, è ne- 
cessariamente determinato il rapporto tra i coeffi- 
cienti P, P'y P^% radici dell' equazione ^); quindi 
comunque si trasformino le coordinate, e si mutino 
in corrispondenza i coefficienti A, B, C, A', &» G' 
deirequazione (A)» il rapporto tra le radici dell'e- 
quazione {p) resterà immutabile* 

e) Se due delle radici P, F, P' di {p) sono egua« 
li, per es« P^ := P'' (lo che si può scoprire mediante 
i noti criterii alegebrici); Tequazione (A) non potrà 
rappresentare superficie curva, che non sia di rivo- 



fi -4- O^ A>o, G H- A— 2B >o , A -4- B— 2G >o ; 

e però sommando e dividendo per a> 

AH-BH4:^2(A'-i-B'-*-Cr)>o. 

Per simile discorso, se i binomii (i) si moltiplicano dapprima |ì- 
spettivaraente p^ 

sen^Y isen^Zu seri^Z^sen^l^i^ sen^Xisen'^Y ^ , 

si conchiuderà che il secondo termine dell'equazione (p) è ne- 
gativo. 

IL Risulti IJ:=, ovvero ^o: le identità 

AU=(CA— B'»)(AB-C")— (AA'— KG')" , 
(2) BU=(AB— C»)(BC— A ')— (BF— C'AO* , 

. CU=(BG— A"XGA— B'^HCC— A'B)' , 

dimostrano che nella fatta ipotesi i tre binomii (i) debbono aver 
lo stesso segno. Supponiamoli positivi: i secondi membri delle 
(2)j siccome non minori di zero^ forniranno ($. 4o b nota) 



(BC A'O 
(CA— B/)— 2 
(AB C) 



(AA— »C') 

(BB— CAO: 
(CC— AB') 

e ne conchiuderemo per conseguenza che il terzo termine di (p) 
è positivo* 

Pertanto se con U=o, ovvero ^o , uno qualunque de' tre 
binomii (i) è positivo, non potranno aver luogo in (p) pernia^ 
nenze di segno^ né quindi radici negative; e la superfìcie (A) non 
potrà appartenere che alla famiglia delle paraboloidi ellittiche , 
o delle ellissoidi. 

Se venga dato che le radici di Ip) debbono aver lo stesso se- 
gno, e che nessuno de'binqinii (i) è minore di zero ; allora, ri- 
sultando negativo il secondo termine di {p)j affinchè in (p) non 
abbiano luogo permanenze di seguo è necessario che U sia non 
minore di zero; cosi ricadiamo nel caso precedente. 



y' 
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luzione (§• 70 a). In questa ipotesi la direzione dell' 
asse (ai) di rotazione sarà una delle direzioni prin- 
cipali della superficie, mentre Faltra coppia di di- 
rezioni principali sark ogni sistema di due rette 
perpendicolari alFasse di rotazione e tra loro. 

Se tutte e tre le radici dì (p) sono eguali, Tequa- 
zione (A) non potrà rappresentare altra superficie 
che la sfera. In questa ipotesi esisteranno evidente- 
mente infiniti sistemi di direzioni principali. 

Se le tre radici di (p) sono disuguali, a ciasche- 
duna di esse corrisponderà una particolare direzion 
principale, ed una sola (^). Pertanto le superficie 
di second" ordine offrono tre sole direzioni principa" 
li^ tranne le superficie di rivoluzione che ne hanno 
infinite. 



(*) Infatti supponiamo cbe (A) sia dal bel principio 

Px»H-PVm-P"z»— 2Rar— &==o, 

e principale la direzione degli assi(x)y (y]^ (s). L'equazioni (2ncii} 
destinate a somministrare le direzioni principali» diverranno 

o=r^{p-V)l^{p-l^')m={p^r)n, 

ed 1=/»-+-/»M-W*. 

Ciò posto, facendo /> = P, sari o =s m = n, e perciò / = i , 
cioè alla radice P di {p) corrisponde una sola direzion prìncipa- 
le, quella dell'asse (x). E per ragion di simmetria alle radici P'« 
V di {p) corrispondono le sole direzioni principali degli assi 

Se fosse P'= Pialla radice P corrisponderebbe la direzio- 
ne unica delPasse (x); ma, oltre questa, sarebbe principale ogni 
direzione perpendicolare all'asse (x), risultando /=o,J2=m==i«, 
allorché si fa ;?=P =P". E se fosse P=P'=P ", allora ogni di- 
rezione potrebbe assumersi a principale^ risultando 

o 
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Sezioni piane détte sttperfide 
di secoHit ordine. 



T5. ^equazióne fondamentale (A) sia fra le coor- 
diiiate principali, e però della forma 

Aa?» -H B^^ -«- Cz* — 2hra: — D =±= o. 

tie tracce che un piaho secante fa ne* piani coor- 
dinati xy ^ jrz ^ zx ^ abbiano rispettivamente le 
direzioni /m, mti^ nV. Si prendano le prime due 
di tali tracce per nuovi assi {x)^ {j^. Nella trasfor- 
mata (Ày, si avrà 

P = A/* 4- Bi»% F = Bw * 4- Cn\ C^ = Bm/w' , 
essendo d'altronde 

< s±^ /* -f- m* sa m a -f. u'a^ cos*xy == mwi'. 

Affincbè la linea che il piano secante x/ inci- 
de nella superficie (A), possa riuscir parabola, o 
elisse, o iperbola, conviene che l' espressione 

PP' — Q'» = AB/^'^ 4- BCm V* 4- CAwWs 

risulti (§; 40. t) = , > r < o. 

Ciò posto, esaminiamo di quale specie di sezio' 
Ili, è suscettibile ciascuna superficie di second'ordine. 

I. Se sia 1.® 0e=A=B; 2.^ o=A, o< B; S."" o=A, 

o < B, > C ; la quantità PP' — Q''* non potrk riu- 
scire in corrispondenza che 

4.^ =^ o; 2.^ =^ o, > o; 3*^ = o, <o, 

40 
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Dunque delle paraboloidi, la cilindrica ammeUe sol* 

tanto sezioni paraboliche e loro varietà; la ellittica 

sezioni paraboliche 5 ellittiche e loro varietà; la 

iperbolica lezioni paraboliche , iperboliche e loro 

varietà. 

U. Se sia 4.** o< A, B, C ; 2-^ o < A, B, > C; 
Z."" o < A, > B, G; la quantità PF~Q"* potrà riu- 
scire in corrispondenza 

1.^ soltanto > o; ?.^ e 3.^ = , >, < o. 
Dunque una sezione fatta da un piano nelV ellissoide 
è sempre un^ellisse; fatta nella iperboloide a una 
a due falde^ od in un cono^ può e&^ve una linea 
qualunque di second^ordine* 

Teor. Se una superficie di secondWdine, pene- 
trando in un* altra dello stessWdiney vMncide nell' 
ingresso una linea piana; anche nelluscirne (se ab- 
bia luogo Tuscita ) v^inciderà una linea piana? va- 
le a dire, se la linea d'ingresso è piana^ lo saràpu" 
re la linea d'uscita. 

Dim. Prendiamo gli assi {x\ (/) nel piano del- 
la linea d*ingresso; e Tequazion di questa linea co- 
mune ad embedue le superficie, sia 
kx^ -i- B/^ ^ ^Cxy — 2 (A^or-H B>)— D = o. 
Ciò posto, Tequazioni delPuna e delfaltra superfi- 
cie, riducendosi a quésta' per z=i^o, non di£feriran- 
no tra loro che pe*termini in z, e però la loro dif- 
ferenza STI potrà presentare sotto la forma 

. . : . js'CLa: H- My- H- Nz — F) «= o, . 
Quest* equazione ., dovendo coesistere colle prime 
due, rappresenta una superficie che ha comuni con 
le prime due le linee d'ingresso e d^uscita. Ora essa 
rappreseiTta jdue piani J5=Qf L^ -+• My •+• Nz = F, 
il primo de^quali xf contiene la linea d^hgresso: 
dunque il secondo conterrà la linea d'uscita. 
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Così, sé una sfera entra per una linea piana , 
ìe linee d'ingresso e d^uscita saranno due circonfe- 
renze, essendoché nella sfera tutte le sezioni piane 
sono circoli. 

iSe risultasse 1.® o=sL=s M = N; il piano del- 
la linea d*uscita sarebbe a una distanza infinita, cioè 
non esisterebbe; 2.^ o =2 L==2M==F; il piano Nz= o 
della linea di uscita, verrebbe a coincidere col pia- 
no della linea d*ingresso, e però le due linee si con- 
fonderebbero in una linea unica di contatto. 

a) Vediamo adesso, se le superficie suscettibili 
di sezióni ellittiche, lo siano pure di sezioni circo- 
lari. Affinchè la sezione sia circolare, fa d^uopo che 
risulti ( §. 2d (> ) P =^ P', Q'' = P corxj\ cioè 

i.^ A/» -H Bw» = Bw » -4* Oi'* ; 
2.* Bmns' = (A/* -*- Bm») mm' . 

Dalla S'.' si ricava 

mm (A — B)/' = o, 

la quale, supposte A, B, C disposte in ordine di 
grandezza, cioè A <B < C, non può essere verifi- 
cata (stando alla ipotesi che il piano x'y seghi i 
due piani j^*, jrz) che da 71» = o, / := 1 , oppure 
da i7>^ = o ì 7t' s» 1. Ammettiamo il secondo caso 
m' = 0, n' == 1 , il quale ^igni/tea che il piano se- 
cante xy\ è parallelo alVasse (z) s la 1.* diverrà 

C— A . B— G 



AH-CB— A)ii»*===C, donde TO»=g—^, ''^rZT * 

equmdi ^^±i^-—. 

espressione, la quale, secondochè il piano secante 
a/y si suppone parallelo all'asse (x\ o all'asse (/), 
51 muta per simmetria in (§• SG t.^) 
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ed è reale solamente neirultimo caso : essa, aveti« 
do due valori eguali e di segno contrario, corri- 
sponde a due piani secanti c}ie^^ patalleli alFasse {y\ 
declinano dà uno degli altri assi con angoli sup- 
plementarii. Pertanto da uri punto qualunque si 
possono tirare a una superficie di second" ordine 
( trann'e la paraboloide cilindrica ed iperbolica ) 
due sezioni circolari^ e due sole, parallele ambedue 
alla coordinata principale affetta dal coefficiente 
medio , ma declinanti da ognuna delle altre coor-- 
dinate principali con angoli supplemientarii. Que- 
ste due sezioni, considerate nel cono obliquo a base 
circolare, si dicetano dagli anticki sfibcontrarie» 
Se fosse B = G, risulterebbe 



n'' 



•— c= db 00 , donde r == o, 71'^' = 1 ; 

cioè il piano secante, parallelo a {x)f lo sarebbe pu- 
re (jz), e per conseguenza perpendicolare ad (a:)*Quin- 
di nelle superficie di rivoluzione^ i due sistemi di 
sezioni circolari si riuniscono in un solo^ nel siste- 
ma cioè delle sezioni perpendicolari aitasse di ro- 
tazione (*). 



(*) Poiché le due serie di secioni circolari sono perpendico- 
lari allo stesso piano principale, quelle delle loro corde che so- 
no perpendicolari a tale piano, saranno (come coniugate) dimez- 
zate dal medesimo. Cotesto piano principale conterrà dunque i 
centri delle due serie di sezioni circolari, ossia i diametri coniu- 
gati alle ff[iedesime($. 71 <f). 

Due Sezioni circolari non paralleley appartengono sempre ad 
una medesima sj^ra. Dim. II piano principale che contiene tut- 
ti i centri delle sezioni circolari, fàgli la circonferenza * della 
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b) Nel cono obliquo a base circolare ^ il piano 
determinato dalle rette, ohe dal vertice del cono 
scendono Tana al centro della base e Taltra per* 
pendicolare alla base , è piano principale^ dimez- 
zando ad angolo retto ; tutte le sezioni parallele al« 
la Lage, e però tutte le corde che gli sono, perpen- 
dlcolari. Quindi è asse principale^ la retta che di- 
mezza r angolo inciso nel cono da siflfatto piano 
principale. 

Posta Torigine delle coordinate nel vertice del 
cono, prendiamo Tasse (z) sulla superficie del cono 
stesso , e V equazione della base del raggio a^ sia 
2==— e, jr^^=x2ax -^a:*s Fequazione del cono si 
troverà èssere (S*67) 

e {x^ ^-T**) -f- 2azx = o. 
Seghiamo adesso questo cono col piano 
A^ -f- By H- Cz = D, e cerchiamo l'equazion della 
sezione. Presi pel* nuovi assi (x% (/') le tracce che 
il piano secante fa ne*piani coordinati zx^ xy se- 
condo le direzioni nl\ l'rri^ e per origine il punta 
(a:=o,^ = o, z =— r-y) ove il medesimo piano taglia 
U); Tequazione richiesta si trae da (§. 72 6) 

prima sezione ne'punti A , B; e la circonferenza della seconda 
ne'punti A\ B'. Si cerohì nel medesimo piano un punto O equi- 
distante dai tre A, B, A'». La .sfera del centro O e raggio OA 
conterrà le due sezioni circolari. Infatti (ale sfera contiene, per 
costruzione, la prima sezione piana e il punto A' della seconda: 
dunque (poicKèla linea di uscita debb'esseré una circonferenza) 
conterrà pure la seconda, non potendo contenere la sezione oir^ 
colare che passa per A' parallela alla prima, a meno che le se* 
zioni circolari parallele, non siano perpendicolari alla linea dei 
centri, cioè a meno che la supeificie non sia di rivoluzione con- 
tro ripotesi. 
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ove P = c/^ H- 2iwi/, F*==: e, Q=sc//H^a«/', R>— fi/7, 
R'== flfv, S=:09 e di piii| a &=;; A/-H (>j==:A/'-t-Bw^, 
C7= D. 

' Airasscr (/^i traccia del piano secante in jt^, si 
prenda perpendicolare (x) e però parallelo (;^): sarà 
/^ ss o, 111^= 1; e l'equazion della sezione conica di*» 

terra 7-» -4- /(/•+•"* «) x»— — /yx «=»,©• 

Il triangolo inciso nel cono dal piano coordina- 
to zar, abbia al vertice del cono Tangolo 9, ed alla 
base Tangolo •za:^=k; e sia a Tangolo •zx. Risulterà 
servzx sen% setvxod sen{A. — a) 2a 

sen*zx senk senrxz ^cn\ e 

sene . j. 
. e quindi 

sen{k^) 

2a senQf!isenasen{hr¥^)r^s€n9sen{K — a)3 
o sen^Asen{Ari-^) 

senocsen («-f-g Q • j n • . • 

^e/iA^e/i(A-l-fl) * ® 1 equazion della sessione conica si 

ridurra a 

senccsen(oc+$) senasenO 



senALsen{A.'+0) * ^e/iAj«/i(A-f-5) 
Si avranno evidentemente tutte le diverse sezioni 
possibili del cono^ facendo variare Tangolo a da ze-^ 
ro sino a due retti ^= ^. AflEincbè poi (a) possa esse- 
re parabola, ellisse^ iperbola; il coefficiente eli x* 
dovrà riuscire r=?, ^f <!o* Si noti, che ciascuno de- 
gli angoli ocjAf A-H^» non potendo essere ^ fr, il 
coefficiente di x* sarà positivo o negativo iasieme 
con sen{QH'0). Pertanto secondochè riesca 
sen^oc-^) =f >f < o, ossia « -4- 5 ==, <, >► tt , 
la sezicrhe conica (a) sarà parabola, ellisse, iperbo- 
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la* Si vede poi che si avranno le varietà di coteste 
curve, aUorchè il piano secante passa pel. vertice 
del cono. In generale, fina sezione piana nel cono e 
o parabola, o ellisse, o iperbola, secondochè il pia- 
no condotto pel vertice del cono parallelamente alla 
sezione, tocca il cono^ o è fuori del cono, o penetra 
nel cono; 

Se risultasse • r—- = f (condizióne 

▼ertficàta da a:. ^^ À^ =x=:7t'^ A — 0), 6 30. oltre di es- 
sere (jc) perpendicoiare alia traccia (7^), il piano zx 
fosse principale, cioè perpendicolare al piagno xjr , 
e per6 ad (y):f allora l'equazione fra cx^ordinate ret- 
tangolari rappresenterebbe un circolo. Così avre- 
mo nel cono le due manijore di sezioni circolari , 
quando il piano secante è peVpetidicolare al piano 
prihcipalè:;3.r, e declina tla (^) qoirangolo^A^ oppu- 
re-TT — '-A — ^» * ... ? ..• i -, 

Se il cono e retto, iri ha A =s= ^ tt — * i 9* ^ P^^ò 
senA^=€os i 6 = senf (A 4- &) ; ed (a) si muta in 
sen^sen (oH^) *- seno^sen9 

Sia^ =P o, cioè il cobo si apra ih un cilindrò : 
una sezione piana del medesimo non potirà essere 
che, un sistema di due rette parallele, a an*elfi$se^ 
O un circolo. . . 

e) JS^qtà. J. Immaginiamo fi còno protratto in- 
definitamente dalFuna e dairàltra ' ^àrte del rerti- 
ce oipe/t^TOt data TequiKeione' generale del copft.pi?* 

ferito a tre assi coniugati, cioè ^ -4*-t-' r.^T* = 

.T a» b^ c^ 

(§• 6T)t il piano che tocica il cono nel punto Imn^ o, 

a dir meglio, secondo la direzione //nfi, sarà (§.72 d) 
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„ / m n 



a» 
e la 4ire^ioqe Imn^ come cootenuta nel cono^ ren* 

àerk 

a* &• e* 
Quando h dato il ponto jt';^, da cui si debbe cqd-s 

durre il piafiq tsingeqtef CQny^rrH determinare Imr^ 

per mezzo di P = o, ||,a» o. Gofii nel cono, i piaqi 

asintotici coincidonQ co'piani tangenti, essendo rsp^ 

presentati disile stesse esazioni ($• 79 ([)• 

IL Gli asintoti delle sezioni iperboliche coniu'; 

gate ad uno stesso diametro, essendo rispetltyanien-! 

te pairalleli, giacciono in due piani che s'interseca- 

no lungo tale diametro, e toccano il cono lungo 

due rette, parallele a^n^edesimi asintoti. 

IIL Ogni piano, che passando pel Tertlce è &uh 
ri del cono p penetra nel cono, è diametir^, es-? 
sendo parallelo a sezioni ellittiche od iperbaliche 
{^ 73 a 3); mentre ogni pianq tangel^te al cono, h 
parallelo a sezioni parabolicbet 

IY« Ogni retta , condotta pel vertice del co? 
no al di qua^ o al di là della superficie dì lui, e 
un dian;i^tro (§. 72 g) , il quale , se è interno al 
coDo , sarà necessariaiqente cpniugato a sezioni eU 
littiche; e se esterno, a^ sezioni iperboliche^ 

y. Supposti gli assi (a:), (y), (?), principali, 
fficciamo ^ =F= p: ^eVaggi che dal vertice del cpno 

vantio al contorno della ellisse ^ ih '*-^=: i ( ras^gi 

i quali, considerati due a due, comprendono gli an- 
goli di ogni sistema possibile di asintoti coniugati), 
i più lunghi e divergenti cól massimo angolo sono 
quelli che vanno ai punti estremi d^l maggior sisse 
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9af e ! più brevi e divergenti col minimo angolo so* 
no quelli che vanno àgli estremi del minor dsse 2h 
Gi^ posto, immaginiamo una $fera che abbia per 
centro lì vertice dèi cono, e per raggio quello che 
si reca ad i|n ^^treino di 2a, o di 2bt U curvii 
incisa nel cono da co testa sfera dovrà presentare 
evidentemente due punti singolari ^li estremi del-p 
Tasse 2aj o %br e così manifestare ìa direzione di 
tale asse. In generale poiché le sezioni ellittiche 
coniugate alfasse principalis (9) del conO| hanno i 
loro assi paralleli, si vede che ^pxalunque sia il ragr 
gio di tale sfera^ la curva da essa incisa sopra eiar 
«cuna faida del cono offirirk sempre quattro punti 
singolari, due situati alla massima, e due aliami-^ 
liima dis|ana;a dalf inBoe'', ]}a qui il metodo di de- 
terminare graficamente gli assi principali del cono. 

» 

considerate rispetto alla forma^ piani diametrali^ 

§ friteriif 

76. Fmaboloiob ciiiiHORicA. I^a paraboloide cU 
liiidrica ^ == -— , e generata da una retta che si 

miioye parallelamente alFasse (^), radendo la para^ 
PQla j = o, — « == — -. 

Affinchè Tequazione (A) ridotta alla forma (A)'f 
possa rappresentare una paraboloide cilindrica, fa 
di mestieri che risultino identiche le tre condi-^' 
zioni (§. 72 A) 
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Iofat(i| poicliè Qjgai, spj^ìoiM p|i,an^ nella nostra sq« 
perficie, è paf^^bola o sua varietà .(§• 75)» h erideate 
clie ì\ nuovo asse {x') sì può >prendere secondo qua- 
lunque direzione Imn nel piano coniugato a (fi)t 

l in 
dunque uno deVappdrti '^^'^^ debbè risultare al^ 

fatto wbitrario^ E oiide cto si avveri « è necessario 
che le tre precedenti condizioni si riducano ad una 
sola^ ossia che le quantità /, m, n vi abbiano coeffi-- 
cienti rispetti vaibeate proporsionali* Se /, m» n si 
riguardassero come coordinate correnti, coteste tre 
equaa^ofii dovrebbero rappresentare un medesimo 
piano, parallelo al piano coniugato a UO* Si avrà 
pertanto ; ; . . 

A : » :C't: C\^ A"-rf5<''B' : G: A't 

la quale proporzionalità si risolve nelle due se- 
guenti terne di equazioni simmetriche 



B'C ^ GA' ^ A'B 



A == \' T * B = 



.«Mn 



A^ B' C 

e però annulla i due tiltimi tèrmini deirequazione 
(p). Affinchè poi queste relazioni non siano assur- 
de, conviene i»^ che le A, B, G abbiano lo stesso 
segno : noi le supporremo positive ; 2*^ che le 
A\ B , G siano ò tutte e tre positive, o due negati-» 
ve ; esse fissano il segno deV%dicalit . . 

Ciò posto, 1 equazione generale (A) della para-^ 
boloide cilindrica è ^ 

(1 ) (a:t/'A+/KB+2l/X:)^2( A"aH-B>^a'2^ 

^ requazione h!' ^^ ó del piano diametrale si ridu*- 
ce a (§. 44) 

^i> .r. A^T 4- B V^ -4- GV 
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e dìmostpa cHe, qtialuoc|ue sia la direzione V'wl'nL\ i 
piaoi diametrali sono, paralleli tra loro ($• 59 2% 
a) La parabola cilindrica può considerarsi co«« 
me generata dalla intersezione de*due piani 

(2) xV h^\rS^z\rQf==-%h A''aH-B>-K:''^ — ^k\ 
mobili in guisa che loro distanze A:, k dalla orìgine 
^ (fig-*^)» verifichino la (l), ossia la g*^*— 2g A:'^D=o. 
Nel piano (A:, li) perpendicolare ai piani (2)f pren- 
diamo (a partire dalla origine) due nuovi assi {x)^ 
(/): ripetendo il discorso del §. 44 (&• notd)% la (1 ) si 

2ff' 
trasformerà in «* =^ - — ^ — jx ^ donde si passerà 

^lla ,. =. ?iif!^ 4: fra gli assi (oQ, (.') princi- 

pali (§• 44 e 2.^). L*asse (/') è la intersezione dei 
piani (2), allorché si fa g* = y, gT = ^ (^*.J]f). 

Degli assi principali| Tane è parallelo alla ret- 
ta generatrice (z), r altro perpendicolare ai piaùi 
diametrali, e il terzo è perpendicolare ai primi due» 

Se i piani (2) siano paralleli, cioè se abbiasi* 
yrkx\r^i J/"G::A" : B'-.C^; TequaziDoe (1) (§.44 h) 
rappresenterà un sistema di due piani paralleli^ 
reali o immaginarii^ distinti coincidenti , secón-- 
deche abbiasi A!'^ -t- AD > , < » =0. 

77. Paraboloiob kluttica. Dairequazione 

3Ì deduce 

\.^ Che allo svanire successivo di ciascuna 
coordinata or^^z, corrispondono ne*piani Xi^Yi, Z^ 

le tracce (r = o, z = o), 2*= -^-7— • r» = . , 

^ a '^ a 
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cioè uii punto nel pvimo pianaV ^ tracce paraboii«» 
che negli altri due» descritte intorno ad un medesi* 
mo diametro (x). 

2*^ Che ad ogni valore di a: corrisponde una 
sezione ellittica parallela al piano Xi 9 la quale 
per X negativa e immaginaria^ per 4? ==? nulla^ e 
però il piano che nasce ivi dal suo prolungamento 
è ((ingente ($. 71 e) ; ed in seguito cresce continua 
insieme con :r posìtivat Sì noti che i quadrati dei 
diametri omologhi delle sezioni ellittiche parallele, 
sono proporzionali hWascissa x* Quindi, poiché 
le aree simili, cioè della stessa forma^ sono pra« 
porzionali a^quadrati delie linee omologhe; ne con* 
chiuderemo che nella paraboloide ellittica le se2;io- 
ni coniugate ad un diametro {x\ sono proporzio-* 
XfsM airascissa or; e che però t^le superficie può 
suppopsi generata da un*eUisse di forma costante, 
chiCi movendosi parallelamente a se medesima, varia 
in proporzione dell'ascissa descritta dal suo centro , 
e diviene immaginaria quando quest^ascissa si fa ne* 
gatJTO* 

3.^ Che ad ogni valore di 71 di Ji corrisponde 
parallela al piano Yi , o Zx , una sezione parabcH 
lica di parametro costante. 

Pertanto immaginiamo due parabole intorno 
ad un . Qiedesimo diametro (x), disposte in modo, 
che i loro piani incidano: nel piano di un* ellisse 
due diametri coniugati. Ferma tale immagine, sup- 
poniamo che cotesta ellisse si muova parallelamen- 
te a se stessa, radendo coVertici de*due diametri con- 
iugati i corrispondenti contorni delle due parabole; 
oppure che una delle due parabole si muova paraU 
lelamente a se stessa» radendo sempre col medesimo 
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ptmto il Gontonio dell^altrà *, ndl^und é nbW altro 
caso la superficie generata sark la medesima para* 
boloide ellittica. 

Nota. Solla nostra superficie non si pub appli-* 
care alcuna retta, come risulta dall'esame delle no- 
te condizioni (§. 72 d noia). 

78. Paraboloids ip£jibolica. Dall'equazione. 

c b^ c^ b e b e 
si deduce 

\^ Che allo svanire successivo di ciascuna coor- 
dinata or, }^, jz, corrispondono ne'piani Xi, Yi , Zi « 

le tracce 7* = zfc *-* , z* =3 x , r* = - — x , 

6 e a a 

cioè due rette incrociate nel primo piano ; e tracce 
paraboliche negli altri due, così disposte che il dia- 
metro positivo del runa, è il negatis^o delFaltra. 

2.^ Che a due valori eguali di j:, ma di segno 
contrario, corrispondono parallele al piano Xi due 
sezioni iperboliche coniugate fra loro (§. 55 e). Per 
or = o, la sezione iperbolica diventa un piano, che 
tocca la superficie lungo due rette ino'ociaie nel" 
rorigine.Or^^ senz^alterare la forma (2), si può pren- 
dere per origine un punto qualuncpie delle tracce 
paraboliche ne'piani Yi, Zi : dunque da ogni punto 
di queste tracce si possono applicare sopra la super- 
ficie due rette, coniugate al diametro che passa per 
siflfatto punto. Inoltre, collo stesso discorso che nel- 
la paraboloide ellittica, possiamo stabilire che nella 
paraboloide iperbolica le sezioni coniugate ad un 
diametro {x) sono proporzionali ali' ascissa x ; e 
che però cotesta superficie può sixpporsi generata da 
una iperbola di forma costante, la quale movendosi 



210 

parallelamente d se medesima, raria !n propdntod 
deirascissa x descritta dal suo centro. Ed è a notar- 
si che quando tale ascissa si attenua, svanisce, e pas- 
sa allo stato negativo, anche Tiperbola generatrice 
31 attenua, svanisce, ed in seguito torna ad esistere 
in uno stato coniugata al precedente, itisercfndo le 
sue branche in angoli asintotici supplementarii a 
quelli di prima ; e che gif asintoti delle lezioni con- 
iugate ad un medesimo diametro ddliC superaci ef, es- 
sendo rispettivamente paralleli, sono ili due piani 
che ^^intersecano lungo tale diametro, e incidono 
nella superficie due rette, parallele a'medesiiiii asin- 
toti : dunque per ogni diametro della superficie si 
possono condurre due piani asintotici. 

3.^ Che ai diversa valori di j o di :S corrisfpon^ 
dono due sistemi di sezioni paraboliche costanti « 
così disposte^ che il diametro positivo della Beticftte 
di un sistema^ è il negativo di una sezione deiraltro 
sistema. Immaginiamo adunque due parabole dispo- 
ste in modo, che il diametro positivo delfuna sia il 
negativo delFaltra, e che i loro piani incidano nel 
piano di una iperbola due diametri coniugati. Fer- 
ma tale immagine, supponiamo che celesta iperbo- 
la (serbando costante la forma) si nraova parallela- 
mente a se sfessa, radendo copertici del diametro 
trasverso il contomo della corrispondente parabola; 
oppure che una delle due parabole si muova paral- 
lamente a se stessa, radendo sempre col medesimo 
punto il contomo deir altra. Neiruno e nelPaltro 
caso, la superficie generata sark la medesima parabo' 
Ioide iperbolica^ 

4.^ Che siffatta superficie i una conoide (§.69). 
Infatti (designando per ^, t due numeri variabili) 
ella pub esser generata evidentemente da ciascuna 
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delle (lue rette seguenti 

oc oca 

2- 4-*- '-"=*• *(t ~ •*)=—' 

oc oca 

le quali sMncontrano in o^i loro posizione ; essen- 
doché la condizione di tale incontro si riduce a ciò» 

che i binomit ^ — —, a ^^ possano avere per 

entrambe le generatrici uno stesso valore, e quo- 

asÉ 
sta condizione si riduce a a? =» — • Inoltre la 1»^ di 

2 

esse sì muove parallelamente al piano direttore 

7———. = 0, e la 2.^ al piano direttore -* -+-^ «= o; 
oc b € 

piani che s^intersecano lungo il diametro Cj?)« Con- 
chiudiama pertanto, che la paraboloide iperbolica è 
una conoide a due direttrici rettilinee^ 

79. Affinchè Tequazione (A), ridotta alla forma 
(AO, possa rappresentare una paraboloide ellìttica 
od iperbolica, fa duopo c^p una delle tre condizio- 
ni (§.72 A)' 
o=A/H-BWC>iJ,o===Bi;i-K:'/H-A>,o«OtH-A'n^ 

sia conseguenza n^essaria dell^. aitile 4t^e« . . 

Infatti là ' 4ire;^ione /mn, e$$endo quella del 
nuovo, aflise (A^Ot intersezione de piani diametrali Y'i, 
Z\, è geonpe.tricamenjfce deiei^inata- -Ora a determi- 

narla algebVicameqte mediante i rapporti TT , — * , 

bastano due delle tre precedenti equazioni; dunque 
una di esse debb^essere contenuta iielle altre due. 
Quindi, ise7, m, n si riguardano eptne coordi- 



2ia 

nate correnti; cotesté ti*e eqùazidni dùvifiritió tip^ 
presentare tre piani^ che partendo tutti e tre dalF 
origine, s^intersechino lungo una medesima linea* 
Ma perchè le intersezioni del tèrzo di tali piani ctfl 
secondo e Col primoi somministrate dà (§• 5G Vi) 
/ m n 

BG — A'*""a^ — GCÌ''^0'A'_.BBr^ 
/ m ^ 

AB' — GCr "^fA' — F*"*" B'G' ~ ÀA'* 
coincidano; si richiede che sia (§• 58 IV) 
Bd- A-: A B'-CC:G'A -BB':; A'B'.Ge:CA-BX«^C -AA'; 
e queste proporzioni (eguagliando i prodotti dè*me^ 
dii e degli estremi) si trovano tutte verificate dalla 
condizione unica U = o. Riteniamo adunque, che la 
direzione tmiì de*diametri è costante, ossia che neile 
paraboloide ellittiche ed iperboliche i diametri sono 
tutti paralleli^ 

E se osserviamo che lai paraboloide ellittica 
non è suscettibile di sezioni iperboliche, ne di se- 
zioni ellittiche la paraboloide iperborlica ($. 75) , e 
che la natura delle sezioni fatte dai piani coordinati 
dipendè da'tre binomii iB— A^ CA^-B"»; AB— C» f 
ne conchiuderemo che ciascuno de'medesimi binoi^ 
mii non può risultare negativo per la prima super-^ 
ficie (§. 72 a 40 fr), né positivo per k seconda. Per- 
tanto la paraboloide sarà ellittica ùd iperìfolida^ se^ 
condochè con 15 = optato qualunque de" tre binomii 

BC— A'% GA — B'*, AB — CS 
risulti positis^o (§. 74 a nota)^ o negativo; mentre sa- 
rebbe cilindrica se ciascheduno di essi svanisse con 
U = o (S. 76). 

. Si avranno poi le varietà della paraboloide el- 
littica od iperl>9Ìi<;a!, cioè il .ailiodro ellittico od 
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iperbolico allorch.è risulti ($* 73) 

R= A'7 -H Wm H- Cn = o, ossia 
(BC— A^^)A'.^CC— A'B0F'-<BB'-~<:'AOC=^^ 
e però, allorché respressioni che danno le coordina- 
te del centrOfSi riducono a •!« . In questo caso delle 
tre eqq^^ioni 
A'=Aa+.B'7H4:'/3,B'^==B/3-K3'aH-A'7,Cr^^ 
tra le coordinate oc^ ^, y del centro, ciascuna sarà 
conseguenza delle altre due; dovendo esse rappre- 
sentare, non un punto, ma Vasse centrai^ (o di sim- 
metria) del cilindro ellittico od iperbolico. Così una 
delle coordinate a, /3, 7, è affatto arbitraria; facen- 
do y =^ o, le prinle due equazioni forniscono 
BA'-CB* . AB'-C'A' 

<; 1) H. A', a. B'fl „^»A''^-+-ABr^>-2A''B"C 

Fermo ciò, 1.® la paraboloide ellittica diverrà 
un cilindro ellittico, reale o immaginario , od una 
retta, secondQCh^ risiati S >,<;, = o ; 2.^ la pa^- 
raboloide iperbolica diverrà un cilindro iperbolico, 
o due piani che s^intersecano , secondochè S risulti 
dispersa da zero od eguale a zero . 

SUPERFICIS COI( CBRTRO 

considerate rispetto alla forma, piani diametrali, 

criterii ^ raggi principali. 

80. Ellissoide* Pairequazione 

(^) j. -^- r. "^r- =^ • ^'''''*^ r» "^ p^oì (^-*xa-i-^)i 

91 deduce immediatamente 

11 
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1.^ Che allo svanire successivo di ciascuna co- 
ordinata or, r, z, corrispondono ne^pi^ni Xi, Y,, Zi 
tracce ellittiche; e che gli assi (x), (^), (z) attra- 
versano la superficie ne'punti (-Hi, 0| o), (o, dr&, o), 
(o, o, =t= e), situati su ciascun asse ad egual distan* 
za dal centro. 

2.^ Che a due valori uguali di x, ma di segno 
contrario, corrispondono parallele al piano Xi due 
sezioni ellittiche coincidibili, le quali, se x si al- 
lunga al di là de*limitt -^ a^ — a, sono immagina^ 
rie; per or = rt a svaniscono e però prolungate di- 
vengono piani tangenti (§• 7| e); in seguito, a misu- 
ra che oc dentro questi limiti si accorcia verso il. 
centro, crescono^ is nel centro si confondono insie- 
me, salite alla massima grandezza *%L -+- ^ = 1. Si 

può ripetere lo stesso discorso, dopo di avere al- 
ternato a:, a con ^, by e con 2, e. Dunque la ellis- 
soide, luogo geometrico dell* equazione (1), è una 
superficie rientrante, circoscritta dal parallelepipe- 
do costruito sopra i segmenti 2a, 22^, 2c degli assi» 
pre.si per diametri coniugati del parallelepipedo. 

Immaginiamo tre ellissi così disposte, che due 
diametri coniugati dell'una siano rispettivamente 
comuni alle altre due. Ferma tale immàgine, sup- 
poniamo che una di coteste ellissi si muova paral- 
lelamente a. se stessa, radendo i contorni delle altre 
due convertici de'suoi diametri coniugati: la super- 
ficie così generata sarà, per ciò che precede, una el- 
lissoide. 

Si noti che le sezioni coniugate ad un diame- 
tro (a:), sono proporzionali ai corrispondenti pro- 
dotti {x — a^x-Hz) delle ascisse naturali (§. 39 b 4.®); 
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■M che sulla nostra superficie non si può^ applicare 
alcuna retta u (§. 72 d nota). 

81. Iperboloide ad uìta falda. Dairequàzione 

,^v ^"^ r^ z^ , ^ 30^ jr^ z^^^ c*^ 

(2) — -H , -H =1; donde ---f-T- = ^(1 -h- - ), 

•i- — -=1— ^, ossia (^ — .-)(^ H- ^)=(1- .-)(H — ) , 
b^ e" a" ^b c^ b c^ ^ a^ a^ 

si deduce immediatamente 

1.^ Che allo svanire successivo di ciascuna co- 
ordinata x^y^ js, corrispondono ne*piani Xi, ¥^9 Z, 

, ^ a^ z^ , x^ z^ x^ y^ 

le tracce n — -^c=l,— . — — =1, — 4- -^ = 1, 

cioè iperbole ne*primi due, ed ellisse nell* ultimo; 

e che gli assi {x\ (jr)i (2) attraversano la superficie 

ne^punti (rfca, o, o), (o, r±: 6, o), (o, o, dz cj/* — 1) 9 

situati su ciascun asse ad egual distanza dal centro. 

2.® Che a due valori eguali di js, ma di segno 

contrario, corrispondono parallele al piano Zi due 

sezioni ellittiche coincidibili, le quali crescono e 

diminuiscono continue insieme con 2;, e però colla 

loro distanza dal centro; e nel centro, discese alla 

minima loro grandezza, si confondono colla ellisse 

x^ y^ 
centrale ^ -i- 7-» = 1. Inoltre, a misura che % pro- 

a^ b^ ■ ^ 

gredisce verso l'infinito, tali sezioni ellittiche ten- 
dono (siccome a limite proprio ed unico) a coinci- 
dere con le corrispondenti e simili sezioni del cono 

x^ y^ z* 
centrale — •+• r» ==--(§. 67), di cui per altro so- 
a» b^ c^ ' 

no sempre alquanto piìi estese. Quindi siffatto co- 

no centrale è interno alla nostra superficie^ ed asinr 

lotico della medesima. 
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3.^ Che a due calori eguali di ^9 ma di segno 
contrario, cQrrispQndonQ parallele al piatio Xm due 
sezioni iperboliche coioci4il>ili, varianti in propor- 
zione col prodotto delle ascisse naturali; le qiiali per 
a: === :±: a, si trasformano in piani che toccano la su- 
perficie lungo due rette incrociate agli estremi del 
diametro 2a{ e allorché x $i allunga al di là deìì-^ 
miti (— a, -f- a), passano ad tino stato coniugato al 
precedente, e simile ^Uo stato delie corrispondenti 

sezioni (r^ — — . = — ) del conq asintotico. E la 

stesso discorso ha luogo rispetto a*diversi valori di 
j-. Si vede poi in generale, che le sezioni della no-s 
stra iperboloide coniugate ad un diametro^ sonq 
parallele alle sezioni del cono asintotico coniuga-^ 
te allo stesso diametro , e tutte cimili fra loro se 
ellittiche, e simili fra loro p coniugate se iperboli*, 
che, e viceversa; che per conseguente i piani asinto^ 
tici del cono, lo sono pure della iperboloide (d*al-! 
tronde sono essi rappresentati dalle stesse equazio- 
ni); che infine la superficie del cono asintotico, è il 
limite di separazione tra lo spazio internQ ove so- 
no contenuti tutti i diametri immaginarii della no- 
stra iperboloide, e lo spazio esterno ov^ ne sonq 
contenuti tutti i diametri trasversi* 

Immaginiamo due iperbole descritte intornq 
ad uno stessQ diametro immagins^rio, e cosi, che i 
loro diametri trasversi (coniugati alFiinmaginario) 
siano dianietri conius^atì di una ellisse. Ferma tale 
immagine, supponiamo che la ellisse Sii muova pa-^ 
ranciamente a se medesima, radendo convertici de* 
suoi diametri i contorni delle due iperbole; oppu- 
re che una di queste iperbole, serbando costante 
|a forma, si muova parallelamente a se stessa raW 
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dendo coVertici del suo diametro trasverso, prima 
il contorno della ellisse, e poscia, passata da zero 
in uno stato coniugato al precedente, il contomo 
dell'altra iperbola. NelFuno e nell'altro caso la su- 
perficie generata, sarà, perciò che precede, la me- 
desima iperboloide ad una falda. 

4.° Che, designando per ^, t due numeri varia- 
bili, ella può esser generata da ciascuna delle due 
rette seguenti 

OC a b e s a. ■ 

OC a b e t a 

le quali s'incontrano in ogni loro posizione, essen- 
doché la condizione di tale incontro si riduce a ciò, 

V Z tL I ' ^ 

che i binomii ^ db ^ , — H — possano avere per 

he a 

entrambe le generatrici uno stesso valore; e questa 

condizione si riduce a determinare x mediante la 

proporzione a — x \ a -\' x x i 1 1 s. E si avverta 

che coleste generatrici iàono parallele alle eorrispon- 

danti generatrici del cono ^ -*- 7^ — "^ =^» ^'^^ 
alle rette 

> 

' Y z X y z i X 

»—•'—»— — — ^— « •-- -^ N- = •— . --^ ^ 

OC a b e , s a 

y t ^ X T ^ ' \ X 
fe • c a b e t a 

e che però considerate in tre loro posizioni diver- 
se, sia Tuna, sia Taltra, non sono mai parallele ad 
un piano; giacche il cono, come non può esser tra- 
forato da una retta in piìi di due punti (§• 71 a;, 



(3) ^ — n =1, donde 

^ ^ -a 6» e* 
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"COSÌ Don puh aver tomuni con un piano pi{i di dae 
rette. Dunque la iperboloide ad una faldate una sur 
perfide rigata a tre direttrici rettilinee^ parallele 
agli spigoli di un angolo triedro (§. 68 a). 

82. Iperboloide a due falde. DalLVquazione 

a- 

b^ c^ a^^ x^^ a»^ ^^ ^* 

si deduce immediatamente 

1.** Che allo svanire successivo di ciascuna co- 
ordinata ar«^f 2, corrispondono ne*piani Xi, Yi, Zi 

, jr^ z* x^ z' , o(^ y^ ^ 

le tracce 7- H — »= — !, -^ — ^=1 -; — r:=*i 
b^ c^ a^ 0^ a" 6* 

cioè una ellisse immaginaria nel primo, ed iper- 
bole negli ultimi due; e che gli assi \x)^ {y)^ {z) 
attraversano la superficie ne' punti ( zirai o, o ) , 
(o, :±: 6k *— 1), (o, o, rfc ck^ — 1), situati su ciascun* 
asse ad egual distanza dal centro. 

2.'' Che a due valqri eguali di a: 9 ma di se- 
gno contrario, corrispóndono parallele al piano X^ 
due sezioni ellìtUche coincidibili, le quali, mentre 
variano proporzionalmente ai prodotti delle ascis- 
se naturali, se x si abbrevia dentro i limiti (+a, -a) 
Bono.immaginarie; per a- ==zi:.a, svaniscono^ e però 
prolungate si trasformano ivi in piani tangenti; ed 
in seguito, al di là di questi limiti crescono conti- 
nuamente insieme con o?^ e a misura che progre- 
discono verso rinfinito, tendono (siccome a limite 
proprio ed unico) a coincidei^e colle corrisponden- 

y*^ Z^ JC^ 

ti e simili sezioni del cono centrale — . -f. — = —, 

6» c^ a* 
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di cai per. altro sono sempre alquanto meno estese. 
Quindi siffatto cono centrale è esterno alla nostra 
superficie, ed asintotico della medesima. 

3.° Che a due valori eguali di j^ ma dì segno 
contrario, corrispondono parallele al piano Yi due 
sezioni iperboliche coincidibìli, le quali per >^=o, 
sono minime-^ ed in seguito crescono, continue in- 
sieme con xy serbando costante la forma, e simile a 
quella delle corrispondenti sezioni del cono asin*- 
lotico. Si può ripetere lo stesso discorso, alternata 
y con z. Si vede poi in generale, che le sezioni del- 
la nostra iperboloide coniugate ad un diametro, so- 
no parallele e simili alle sezioni del cono asintoti* 
co coniugate allo stesso diametro, e viceversa; che 
per conseguente i piani asintotici di tale cono, lo 
sono pure della iperboloide (d' altronde sono essi 
rappresentati dalle stesse equazioni); che infine la 
superficie del cono asintotico è limite di separa^ 
zione tra lo spazio^nterno, ove sono contenuti tutti 
ì diametri trasversi della iperboloide, e lo spazio 
esterno, ove ne sono contenuti tutti i diametri im- 
maginarii. 

Immaginiamo due iperbole descritte intorno ad 
uno stesso diametro trasverso, e cosi che i loro dia- 
metri immaginarli (coniugati al trasverso) siano dia- 
metri coniugati di una ellisse. Ferma tale imma- 
gine, supponiamo che la ellisse si muova paralle- 
lamente a se medesima radendo convertici de\suofi 
diametri i coiyiorni delle due iperbole; oppure che 
una di queste iperbole, serbando costante la for- 
ma, si muova paralleUi;Qeflte a se stessa radendo 
co* vertici del suo diametro trasverso il oontorno 
dell'altra iperbola: nell'uno e nell'altro caso la su- 
perficie generata^ sarà, perciò che precede, la me- 
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desimà iperboloide a due falde^ tollà qaale non si 

pu2^ a|>jplicare alcuna retta (§• 12^ d nota). 

83. GniTERii dette superftiè cori centro. <•« Os^ 
serviamo pi^i oleicamente che pei* la ellissoide, la 
quale noii è suscettibile che di sezioni ellittiche, 
ciascuno de*binomii BC— AS CA -- B'% AB — C'% 
debbe risultare positivo; e che (supponendo A, B, G 
positive) debbono inoltre risultare positive le ra- 
dici deirèquazione (p) (§• 74 a nota). Ora queste 
condizioni si riducono, com* è noto (iV/), alle du6 
seguenti: 

AB — C«>o, U>o. 
Ì?oste queste due condizioni, la ellissoide sarà reate^ 
un punto^ immaginaria^ secondochè (ajSy è il centro) 

S = D H- A'à H- B' /3 ^ C'y, 
risulti i>, =, < o. 

2> Assegnato il criterio della ellissoide, sup-* 
poniamo che le radici P, P', P"^ di {p) non siano 
dello stesso ségno, è che U ==KPP'F' risulti <;; o; 
oppure U>o, ma AB — G^ non >o: converrà evi- 
dentemente a quest^uopo, che Téqùazione {p) abbia 
nel prinio caso négatii>a Una delle tre radici P,P\P'', 
e le altre due pósiiii^e ; é una positis^a e le altre 
due negative nel secondo caso. Quindi il criterio 
della iperboloide ad una o a due falde, sarà 

U<o, e=b S>o; 
ovvero 

U > o , AB — D"* non > o , e :|: S > o , 
ove il segno superiore è relativo alia iperboloide ad 
una falda. Se risulti S = o, tuna e l'altra iperho^ 
Ioide si trasforma in un cono. 

84. Nelle superficie con centrò, tre raggi o se- 
midiametri si diranno coniugati o principati^ se le 
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lóto direzioni siano coniugate o principati* NelPe- 
3pressione generale (§.72^) | 

s '■ • . '■' 

di un raggio s> condotto dal centro alla superficie , 

supponiamo che la direzione Imn sia principale : 

S S 

Sara (§. 74) i^^ = « , donde p = -^ . / quadrati 

de raggi principali sono adunque reciprocamente 
proporzionali ^ alle radici deirequauone (p) (§. 74), 

Sostituendo quivi r^ li p ^ e moltiplicando tutto 



v^ 



s> 
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(AA— B'0)co^X,)c ' 

(BB— CA0co.9Y,U^* 
(CC'^A'BOco^Z,)^ 

h!senYisènZyCOsxh^^ gj 

ìi>'senZisen^iCOsy\T^ 9^ — ^H^m =o. 
CsenHi^enYiCosz)^ 



)^et — , SI ottiene 

((BC— A'») 
s^ — «CÀ--B'^)-2 
• ((ÀB--C^) 

^''^•- (Asen^X^ 
^ÌBsen^Yi'2 
(Csen^Z I 

Quest^eqilazione, ridotta che sia al teyrzo grado fa* 
cendo i^2 := /9 9 rappresenta colle sue radici i qua-* 
drati deVaggi principali, e colle proprietà de^suoi 
coefficienti vale a mettere in evidenza i rapporti tra 
ì raggi principali e un sistema qualunque di raggi 
coniugati. 

Supponiamo per es. che l'equazione (A) si ridu- 
ca alla forma iV^o?^ h-c'V^j^» -4- a^è'^z* =a'^6V», 
o che si abbia A = 6'V^ , B = cV» , C = a^b'^ , 
S =^ a'-b'^c^, o = A' = B' = C : sarà U = aW^c% 

Ù "^ a^c^ '- ^ ^'^V^^^^^^ (y) diverrà 
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»6..^ o4 



b'^ + 9'^ 



C'^ 



c'VVe/i* Y, — B,^à^h^c^ = o , 

la qaale, chiamati a',fr^,c^ i quadrati deVaggi pria* 
cipali, ha per radici a\ b^^ c\ Avremo adunque per 
la teoria delTequazioni 
,a* fa* fiV>^e/i% ib^c^ 

;c* (e* <a V^je/i^Z, (a*&* 
Queste formule significano rispettivamente, che 
nella ellissoide è quantità costante i \.^ la somma 
de^ quadrati di ogni sistema di raggi coniugati-^ 2Ha 
somma de quadrati delle facce ^ 3«° e il volume di 
ogni parallelepipedo a^^ente i suoi diametri coniw 
gati comuni colla ellissoide^ e però circoscritto alla 
medesima : parallelepipedo che può dimostrarsi^ co^ 
me per la ellisse , essere il minimo di tutti gli al- 
tri circoscritti diversamente (§• 48). Se mutìaono il 
segno a e'*, e*; od a e *, e*» b\ b\ i risultati saran- 
no relativi alla iperboloide a una o a due falde. 

85. Supposti principali gli assi (x), (^), (z), 
osserviamo adesso tra quai limiti ondeggi il valore 
del raggio i^, al cangiare della sua direzione Imn* 
Per la ellissoide, supposto a* >» 6* ^ c% si ha 

1 a» e* 

/* m^ n^ , a* a* e», e' ' 

a^ fc* e» i* e* a* fc* 

Ora questa formula, ove si avverta essere 

1 = /* -f- HI* •+■ 71* , e però 
a* a* e* e* 

fa manifesto che i raggi principali a, e, hanno la 
proprietà di essere, Tuno il miniuo, e F altro il 



223 
utAssiMo deVaggi. Il raggio b^ si dice il msmot de!prin- 

cipali. Aiflertendo che h ae?:ioi)i.eJ]^ pas^Sì^iQ. pei 
centro, si seganQ sempre lungo, ua.di^iaetito;. si yq- 
dra che, delle sezióni faUe da un pi^np , nellai; fìlr 
lissoide, qilelljsi in cui gli assi priocipali ,^<^q rir 
spettivamenle i più piccoli o i più grandi ( e* per 
rò la Mìnima o la màssima ), è la sezione che hacn^ 
munecoireUis^ide Tasse , minimo^ e mcidip, o l'asr 
56 medio e massimo. 

Per la iperboloide ad una falda si ha - . 

e da questa formula si\ ricava: 1.<> cbrad.li =o 
corrisponde il luogp geometrico di tutti ,i qdioiiiif 
raggi trasversi, luogo che è la ellisse principale^ 
quindi questa. ellisse è la minima di tutte le se- 
zioni ellittiche, e si chiama, go/a della superficie; 
2.^ che a o=/=m, corrisponde il minimo raggio im- 
maginario : quindi // ràggio principale immagina^ 
rio^ è il minimo della sua specie. 

Per la iperboloide a due falde si ha 

y «' . ri ■ . .. 

l^ m» n"" .^a^ ^"^ , ^^ fi* _/* ^ 

a^~6^""c^ 6^ ? fe"^ c^ a^ 

donde ri leviamo, che il raggio prinoipdle iiai'ì^ersQ 
è il minimo della sua jspecie^ t the // luogo., gepm^' 
trico de'minimi raggi immaginar a, è la ellisse prin^ 
cipale immaginaria^ yslIg SLiìiv^i i mininii raggi noo 
trasversi , considerati in quanto al valore reale, so- 

no quelli della ellisse r* -+- ^ =i= !• 
^ . b^ & 



i ■ 
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a) Per determinare grafioameote la direzione 
degli assi principali nella ellissoide^ si costruisca 
lina sfera che abbia il centro comune colla ellis- 
soides le curve che la sfera inciderk nella ellissoide 
dovranno presentare ciascuna ( cornee facile a con- 
cepire) quattro punti singolari, due a due simmetri- 
ci , e con essi determineranno la direzione degli 
assi principali» Gli assi principali delle iperboloidi 
sono quelli deMoro coni asintotici, assi che già sap- 
piamo tracciare (§• 75 e). 

Piani coniugati ai diametri^ coni e cilindri 

circoscritti* 

86. Trovare Vequadone del piano^ coniugato 
a un diametro nel punto ct/Sy; e F equazione di ta- 
le diametro f e del piano tangente. 

Soluz. Pel punto ecfi^ ^' conduca nella superfi- 
cie (À) il piano diametrale 

(A«4.BV^Ci3-A'0/ 
;(Bj3 -hC^a -K AV — B'O/» = o : 

la retta coniugata a questo piano nel punto a^y , 
avrà la direzione Imn^ e però Tequazione 

l m n 

e sarà una di quelle coniugate al diametro passante 
pel punto ai3y(§J1rf).0ra,se nella precedente ad/,i7:»,R 
surroghiamo x — a, y — /3, £ — y , e ordiniamo 
rispetto ad x^y^ z^ si avrà il piano 

((Aan-B^yn-G/S — AV (A«* l^'/Sy A"* 
(B/3 ^ Occ H- A y — B'V = {B/3m-2 B'ya— K^ 
(Cy ^ A'/3 4- Br«— CV (cy* |c«/S C'y; 
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il quale, contenendo il punto corrente di ogni rètta 
y coniugata al diametro nel puntò 0^7, sarà ir^pia- 
no coniugato a tale diametro» 

Siffatto piano debbe avere ( per la definizione ) 
la proprietà di camminare parallelo a 9e stesso, al^ 
lorcbè segue il punto corrente ^z del diametro 
coniugato. Quindi la proporzionalità (S* ^9 VUI) 

^^ Aa-f-BV-f-CTS— A'' ^ B^-hC«^-A'7— B'' " 

Cz_-hA>-hB>^C'^ 

C7 -H A73 -H B'a^^G' * 

rappresenterà il corso oc^rz del diametro passante 
pel punto «^7* 

Se il punto a^7 sia in xyz sulla superficie (A), 
il piano (1) diverrà tangente (§• 71 e), e (il 2** mem- 
bro della (4) riducendosi a D H- K'^ H- B'> H- Ca 
inediante la (A) ) 3Ì muterà in 

/(Ax^B'^H- C> — AV 
(3)<(Br -+- G'x H- Az ~ B'VUI>^-A"^-i-B>i-C% 

((Gz-I-A>H-B'a? — G0«' 

equazion generale del piano tangente in ayz (S«T2 dy 
(fl) Quando è dato il punto a?yV da cui si deb- 
be condurre il piano tangente, allora sarà ignoto il 
punto jc^z di contatto, e converrà determinarlo per 
mezzo della (A) e della di), cbe ordinata rispettò 
^d ^z^ sì converte in 

(4) (B/h-CVVaV— B''>«IM-A'VH-By+CV; 
(Cz^-f-Ay-i-BV— G> 

equazione ad una sezione coniugata al diametro 
condotto pel punto xyz\ Quindi il cono, che ab* 
))r<^ecis^ colla superficie il contorno di tale sezione 
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ed ha per vertice il punto ocyz\ sarit un cono circO' 
scritto alla superficie (A). Dunque ogni cono circo^ 
scritto ad una superficie di seconda órdine^ la tocca 
nel contorno di una sezione^ coniugata al diametro 
die passa pel vertice del cono. 

Se cotesta sezione (4) de'contattl rota attorno 
il punto ocjz , il vertice or^V del corrispondente 
cono circoscritto, sarà sempre nel piano (3),cioè nel 
piano coniugato al diametro passante pel punto xyz* 
Jn generale si comprende , che dato il moto della 
sezione (4) de'contatti, si potrà determinare il mo- 
to del vertice x*jz\ 

Ove si rifletta che le tangenti, coniugate a un 
piano diametrale, sono parallele fra loro, si vedrà 
che allorquando un cilindro è circoscritto ad una 
superficie di second* ordine, la curila di contatto è 
situata nel piano diametrale ^coniugato alla direzio^ 
ne Imn della generatrice del cilindrò. 

Nel caso che le superficie di second'ordine di- 
vengano cilindriche o coniche, è facile a vedere, 
che il diametro coniugato al piano tangente, si mu- 
ta in un piano diametrale; e i coni e cilindri cir-^ 
coscritti, si cangiano in due piani tangenti » indi* 
nati o paralleli. 
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iVoto twl/t proprietà di alcune espreernvU algebriche 
' rdcUive aUe superficie di eecond^ardme^ 
e suUa riduzione di alcuni 



integrali multipli. 



E 



noto che V equazione delle superficie di se- 
cond'ordine 



(0 






Vzx 



A''x 

C"z 



D 



riducesi, riportando la superficie agli assi principali 
e l'origine delle coordinate al centro» alla forma 



(2) 



Lr* 4- Mj» + Nz» — S = o. 



In questa 



u 



(BC — A'»)A'^ a 
(CA. — B'.)B"«-- - 

(AB ~ C'a)C"« 



U 



(AA'— B'COB'C 
(BB' — C'A'IC'A^ 
(CC— A'B')A"B 



U = ABC H- aA'B'C ^ AA'« - BE'» — CC» = LMNH» 



ed 



L, M, N. 



sono le cadici dell'ecpazione 



IAsen» Xi \A!sen Y, sen Z, cosx'S , 
Bsen* Yi — aB'sen Z, ^e» X, cosjri — .^ 
C^efi* Zx I Csen Xi ^e/i Y, co^2 \ "* 

BC — A'» |(AA' — B'C) cos X,) „ tt 
CA — F» — 2 (BB' — C'A) cos Y, V ^ — li =o, 
AB — C * !(CC' — BX) coj Z. ) H^ H« 

e qui X, , Yi » Z, , designano gli angoli jrz ^ zx y 
xy degli assi coordinati; le lettere x ^ y ^ Zj poste 
sotto i simboli trigonometrici, rappresentano nel trie- 
dro determinato dagli assi a:, jr^ z gli angoli diedri, 
i cui spigoli sono rispettivamente gli assi X ^ jr^ z^ 

ed H =3 sen Yi sen Z, jtfftx. 

( Si Teda il saggio di geometria analitica stampato nel 
tom. LXXVI p.3o e 6i anno i838 di questo giornale.) 
Ciò posto, giova rilevare il seguente 

Teorema. Nell'equazione (3) ciascuno de^coef- 

Jì denti di p* ^ p ^ p^ ^ conserva sempre lo stesso 

valore comunque si trasformino le coordinate, e 

si mutino in corrispondenza i coefficienti A, B, C, 

A' B' C\ nella (i). 

Dimostrazione. Le radici dell' equazione (3) , 
che non contiene A'', B", C, non patiscono alte- 
razione , se si suppone A'' »= o , B^' c=: o , C' s o. 
Ma in questa ipotesi si ha S «s D, e Pequazione (2) 
diventa 

Lr* H- ^X* H- N2* ~ D = o. 

Orsi è evidente che in questa , essendo fisso il ter- 
mine D, non possono variare j al variar delle coor- 
dinate primitive, i coefficienti L, M» N» radici deU 
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la (3) , senza che varii la superficie di secondo or- 
dine, che d'altra parte è già determinata per la (i). 
Da qui poi si deriva» che la quantità S con^ 
serica sempre lo stesso valore comunque si can- 
gino V origine e le direzioni degli assi , e però 
comunque {tarino in corrispondenza i coefficienti 

A, B, C, A', B', C, M\ B", C\ D. 

Infatti si è provato, che per cotesti cangiamenti non 
si mutano nella 

hx^ H- Mj' -1- N2* — S = o 

i coefficienti L, M , N ; dunque neppur S si deve 
mutare. 

Cosi, se Imn^ Vm'n , V*m"n^* siano le direzioni 
degli assi principali rispetto ai primitivi (^), e si can- 
gino nelle principali le direzioni delle coordinate pri- 
mitive ; le A, B, C si convertiranno in L, M, N, 
svaniranno le A', B\ C, e le A' , B", C si cange- 
ranno in 

h:,'l^m^Q:% A'^H-BV-t-GV, A'7"^B V-hCVs 
e però risulterà 



(*) Dall'orìgine si tiri una retta = i parallelamente all'asse 
principale (x), e sulla medesima presa per diagonale si coètruisca 
un parallelepipedo , di cui siano spigoli tre segmenti degli assi 
primitivi x^yy z; le lettere /, ut, n designano cotesti tre spigoli. 
Lo stesso significato geometrico hanno rispetto agli assi grinci- 
pali iy)f [z)y le lettere /' m n\ l" ni n. 



S«=D 



L •" M ^ N 

Queste ossenrazioni , utili nello svolgere le prò- 
prietà delle superficie di second'ordinei giovano pure 
nella riduzione di alcuni integrali importanti. 

Dato l'integrale triplo 

/U dx djr dz^ 

supponiamo che per un cangiamento delle variabili 
indipendenti , 1' espressione U si cangi in Ui » e i 
differenziali dxy dx^ dz nei trinomii 

ldXm\J'dy^'*dZi mdx^+mdjr^Hn'dz^ ndX't^'djr'Hi'dz. 

Fatto 

K ^ (mn'— mn) ZV {nV^ ni) in"^- (Zm' — tm) n" , 



si avrà 



yU dx df dz =ìJKV I dx dy dz^ 

purché i limiti dell'integrale del secondo membro si 
determinino convenientemente riguardo ai limiti del- 
l'integrale del primo membro. 

Se il cangiamento delle variabili indipendenti si 
opera mediante il passaggio di un sistema di coor- 
dinate rettangolari in un altro sistema di coordinate 
pure rettangolari, il valor di K preso positivamente 
si ridurrà =: i , siccome è noto dalla geometria ana- 
litica, e si avrà ^ 
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(A) fV dx dy dz = fv^ dx dy dz • 

Sostituiamo nelFuno e nell'altro membro 

ove 
r^sraXM^M^'f UssCOSGà^ Vc=ssen6ìcos0f w^senosen^Q 

e per questa sostituzione U divenga V , ed Ut di- 
venga Vi.Jtt prodotto 

dx djr dz 

converrà sostituire sotto il simbolo integrale 

r^sen^ dr d^^ dQ . 
Quindi se i limiti dell'integrale 

Ìr o e 00 

(ù siano o n » 
9 o 2n 

avremo 

<^) fo^foJo ^r2 serica dr do^ d9 

^ fu'' So 17 ^^r^sen^drdc^de. 
Sia 

i 

ed in conseguenza 



^=^^i(^^ p«^» p^^) 



e 



V, =— F [ p(Za -H iV H- Z V) , p.(mw ^ wV h- w^w) , 

p2 ( ^t^ H- ^'^ H- ^"w^ ) ] • 

Fatta Pìntegrazione rispetto ad r, avuto riguardo al- 
l'equazione 



j^e-dr -• 



e~-|- 60 = 1 9 



e posto 



p, = 0, pa = 0» pi — tf, pZ'=6, pl" = c, 

d'onde ps = a> •+- 6"^ •+- e' , 

si otterrà 

•/ o •/o ^ (^^ H- 6(^ -I- cW) seruù da dO == 

^ V ^j F ( (a* H- 6» ^ c^j^cosoì) ) sen(ù d<ù , 

formula di Poisson. 

Nella formula (A) sia 

Facciamo 



X 



= xA» , Y=jB« , Z = 2C* , 
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d'onde 

r% 1 1 » dxdY dz 
xa 4. Y» i-h z» = Q* , dxajraz=: j- ^ 

(ABCp 

a * L ^ 

e — - = a, t — ss 6, , — j = Ci , 

A^ B» C* 

d'onde P = tfi x *|. 6^ t H- Ci z. 

Sarà 



/^f^) 



dx djr dz=s> 



'^3 /» z*\ì l S! ■ B" t 7 






(ABC)* ( UiX H- 6i/ -H Ciz Y (^»-+^«H-2i) 

Mutiamo le coordinate rettilinee nelle coordinate 
polari rw, w, rn'. Posto 






di avrà 



(ABC)* p\ 
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ove />t q sono ciò che diventano P, Q, quando alle 
coordinate x^y^ z si sostituisce u, s^y fv; e pi è ciò 
che diventa p^ quando ad a, 6, e si sostituisce 



a pè r» 



B 



Quindi Catto 






r 






SI ottiene 



(C 



i/o'/r^ (^ ) 



^p \sen(ùd<^d6 an 



Sia 



P p3(ABC)^ 



if; F(fco.«) 



^^TZC^' 



s 



COSBq 



Cz 



Dzxy ^ 
Cxx) 



essendo 



Bja— 2 
C2» 



67- = o , un'equazio- 
cz 



kyz 

^'zx — 2 
^xy 

ne propria a rappresentare un'ellissoide. 

Se le direzioni degli assi si cangiano nelle prin- 
cipali Imn , tnivi , Vrnn della ellissoide, e si tra- 
sporta r orìgine delle coordinate al centro , P equa- 
zione della ellissoide prenderà la forma 

Lt^-hM/^H-N^» — S =0, 



ove 



S = ^ 
U 



(BC — A'O a^ « 
(CA— B'^)A»— f, 
(AB — C'^) e* ^ 



(AA' — B'C>c 
(BB* — . C'A>£r 
(CC — A3')a6 



(flZ«h6mH-cyi)» (a^^-èm'^-cwf)« (aZ^H-èm^-t-CHy 

L ^ M •*• K 



9 
ed U=ABCh-2A'B'C'— AA'2— BB'*— CC'^=LMN. 



Ciò posto, la formula (C) dopo il cangiamento delle 
direzioni delle coordinate nelle direzioni principali 
della nominata ellissoide, diventa nella fatta ipotesi 



fon )—p — 7(usi)/o •^("'""•'^8) 






Se nella formula (A) la funzione sotto il sim- 
bolo integrale è 



P»Q0 



f(E), < 4*^-5, 



sì troverà con lo stesso metodo 



^O *^o p» qp \q J 



27r 



/ir I 
F {cosoì. |/^S) sen^ d(^ , 



j^(tlSl •" ^ coro) 

nella quale formula sono contenute, come casi par- 
ticolari, oltre la riportata di Poisson, alcune dimo- 
strate dal sig. Cauchy nel V tomo de' suoi esercizi 
di matematica. 
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